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4 1 FUNKCJA LINIOWA

1 Funkcja liniowa

1.1 Pojecia podstawowe.

Definicja 1.1 (funkcja liniowa). Niech a i b beda dowolnymi liczbami rzeczy-
wistymi. Funkcje f: R — R dana wzorem: f(z) = ax + b nazywamy liniowa.

Uwaga 1.2. W definicji funkcji liniowej wazne jest to, ze dziedzina tej funkcji
jest caly zbidr liczb rzeczywistych (zwréé uwage na zapis f: R — R, czy wiesz
co on oznacza?). Na przyklad funkcja dana wzorem: f(z) = %7 choé
daje sie sprowadzi¢ do wzoru funkeji liniowej f(z) = x + 2, to jednak nie jest
funkcja liniows gdyz jej dziedzing jest Dy = R\{1}. Z drugiej strony, jesli poda-
ny jest jedynie wzér funkceji, to przyjmujemy, ze jej dziedzina jest tzw. dziedzina
naturalna, czyli zbiér tych wszystkich liczb rzeczywistych, dla ktérych ten wzoér
ma sens.

1.2 Wykres funkcji liniowej.

Wykresem funkeji liniowej f(x) = ax+b jest linia prosta o réwnaniu y = ax +b.
Aby narysowaé wykres funkeji f(z) = ax + b wystarczy znalezé conajmniej dwa
dowolne punkty tego wykresu.

Przyktad 1.3. Niech dana bedzie funkcji liniowa f(z) = 2z — 3. Narysuje-
my teraz jej wykres. Wybierzmy dwa punkty nalezace do wykresu. Dla x = 0,
mamy f(0) = —3, stad pierwszym punktem jest (0, —3), natomiast dla x = 1,
otrzymujemy f(1) = —1, czyli drugim punktem bedzie (1, —1). Oba punkty za-
znaczamy w ukladzie wspolrzednych i prowadzimy prosta ktora przez te punkty
przechodzi. W ten sposéb otrzymamy wykres funkeji liniowej f(z) = 2z — 3.

5Y
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Innym sposobem rysowania wykresu zadanej funkcji liniowej jest tzw. ,szyb-
ki wykres” stosowany szczegdlnie wtedy, gdy parametry a i b sa caltkowite. Wy-
starczy zdac sobie sprawe, ze parametr b okre$la, w ktorym miejscu wykres
przecina 0§ OY (bo f(0) = b), natomiast parametr ¢ méwi nam o ile wzrasta
(lub maleje) wartosé funkeji, gdy argument x zwiekszamy o 1.

Przyktad 1.4 (szybki wykres). Aby zatem narysowaé wykres funkcji f(z) =
2x — 4 zaznaczamy na osi OY punkt —4 (bo b = —4). Od narysowanego punktu
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idziemy jedna kratke w prawo i dwie kratki do géry (bo a = 2) i zaznaczamy
kolejny punkt. Od zaznaczonego punktu znéw poruszamy sie o jedng kratke w
prawo i dwie do géry i otrzymujemy kolejne punkty.

5 Y y =24

n
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-5

FLaczac otrzymane punkty otrzymujemy prosta ktéra jest wykresem naszej
funkcji f.

Przyklad 1.5 (szybki wykres). Jesli parametr a jest ujemny, to wraz ze wzro-
stem argumentu z, warto$¢ funkcji bedzie malala. Zatem rysujac wykres np.
f(z) = =3z + 2 zaznaczamy na osi OY punkt 2 (bo b = 2) i poruszamy sie o
jedna kratke w prawo i o trzy kratki w dét (bo a = —3) otrzymujac nowy punkt.
Powtarzajac procedure otrzymujemy kolejne punkty:

5 Y. y =-3"x+2
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Uwaga 1.6. Zauwaz, ze uzywajac metody szybkiego wykresu otrzymujemy
doktadniejszy rysunek, gdyz dostajemy wiele punktéw, co nie pozwala na ,,roz-
chwianie” sie rysowanej proste;j.

Problem 1.7. Zauwazmy, ze jesli paramter a nie jest liczba catkowita, to szkico-
wanie wykresu metoda ,szybkiego wykresu* nie jest juz takie proste. Na przy-
kiad jesli f(x) = 322 — 2, to na osi OY zaznaczamy —2, a nastepnie powinnismy
przenies¢ sie o jedna kratke w prawo i % kratki w gore. Jest to doé¢ trudne do
wykonania chyba, ze ... zauwazmy, iz otrzymamy ta sama prostg poruszajac sie

4 kratki w prawo i 3 kratki do géry:
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5 y=075'2

1.3 Wspdlczynnik kierunkowy.

Definicja 1.8 (wspdlczynnik kierunkowy). Parametr a we wzorze funkcji linio-
wej f(x) = ax + b nosi nazwe wspo6lczynnika kierunkowego.

Po wczeéniejszych rozwazaniach dotyczacych szkicowania wykresoéw funkcji
liniowych nazwa ta nikogo nie dziwi. Rzeczywiscie, to parametr a decyduje o
tym, czy wykres opada czy wznosi si¢ i czy jest bardziej stromy czy raczej
niewiele odbiega od prostej poziomej. Jesli w jednym ukladzie wspélrzednych
umiescimy wykresy funkcji: fi(z) = 2z + 1, fo(z) = 3z + 1, f3(z) = —z + 1,
fa(x) = =4z + 1, f5(x) = 1, to zobaczymy, ze choé¢ wszystkie przechodza przez
punkt (0,1), to jednak ,rozbiegaja si¢” w réznych kierunkach.

i y =2"+1
y =3"%+1
y =-x+1
4 y = -A"x+1
y=1
3
X
7 6 5 4 3 2 1 1 2 3 4 5 6 7

Fakt 1.9 (monotonicznosé funkcji liniowej). Kazda funkcjia liniowa jest mono-
toniczna, a rodzaj jej monotonicznosci zalezy od jej wspotczynnika kierunkowego.
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Fakt 1.10. Jesli wspotczynnik kierunkowy funkcyi liniowej f jest rézny od zera
(tzn. a # 0) to funkcja ta jest réznowarto$ciowa, posiada funkcje odwrotng (ktdra
jest funkcjg liniowq), jej zbiorem wartodci jest caly zbidr liczb rzeczywistych i
ma dokladnie jedno miejsce zerowe.

Fakt 1.11. Jesli wspotczynnik kierunkowy funkcji liniowej jest rowny zero, tzn.
f(x) =0b, to funkcja ta nie jest réznowartosciowa, nie ma funkcji odwrotnej, jej
zbidr wartosci jest postaci {b}, a wykresem jest prosta pozioma (réwnolegla do
0si OX ). Jesli wiec b # 0, to funkcja nie posiada miejsc zerowych, a jesli b =0,
to funkcja ma nieskoriczenie wiele miejsc zerowych.

Whniosek. Z podanych wyzej faktéw wynika, ze funkcja liniowa moze mieé
jedno miejsce zerowe (gdy a # 0), moze nie mieé miejsca zerowego (gdy a = 0
oraz b # 0) lub moze mieé¢ nieskoniczenie wiele miejsc zerowych (gdy a = b = 0).

Fakt 1.12 (kat nachylenia prostej). Wspdlczynnik kierunkowy funkcji liniowej f
jest réwny tangensowi kata nachylenia wykresu tej funkcji do osi OX (dokladniej
mowigce, do prawej strony tej 0si).

o
£}

2 g

Fakt 1.13 (proste réwnolegle). Dwie proste o réwnaniach y = ayx +by iy =
asx + by sqg Téwnolegle wtedy i tylko wtedy, gdy a1 = as.

Fakt 1.14 (proste prostopadle). Dwie proste o réwnaniach y = a1z + by i
Yy = aox + by sq prostopadle wtedy i tylko wtedy, gdy ay * ag = —1.

Wykresem kazdej funkcji liniowej jest linia prosta. Jednak nie kazda linia
prosta jest wykresem funkcji liniowej. W szczegdlnosci wszystkie proste o row-
naniach =z = ¢, gdzie ¢ € R, nie sa wykresami funkcji. Kazda z pozostalych
prostych jest wykresem jakiej$ funkcji liniowe;j.

Przyktad 1.15. Znajdziemy teraz wzor funkcji, ktérej wykres jest prosta przed-
stawiona na rysunku:
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(0.-1)

-4

5

Poniewaz wykresem jest linia prosta, ktéra nie jest pionowa, zatem szukana
funkcja jest liniowa i ma postaé f(x) = ax — 1 (skad wiadomo, ze b = —1 7).
Poniewaz wykres przechodzi przez punkt (1,2), zatem f(1) =2, czylia—1 = 2,
co daje a = 3. Ostatecznie szukana postaé¢ funkcji to f(z) = 3z — 1.

1.4 Zadania

Zadanie 1.1. Ktora z podanych funkcji jest funkcja liniowa?

a) f(z) =3 — 4,

20 1) (o
b) f(r) = D=2
c) f(z)= g(%), gdzie g(z) = %,
0 1) = e

Zadanie 1.2. Narysuj ,szybki wykres” dla funkcji:

Zadanie 1.3. Podaj algorytm ,szybkiego rysowania’

=n

= 7z +b, gdzie n, k,b sa liczbami catkowitymi.

f(z)

Zadanie 1.4 (x).
wykresami funkcji?

" wykreséw funkcji postaci

Dlaczego proste o réwnaniach x = ¢, gdzie ¢ € R nie sa

Zadanie 1.5. Znjadz wzoér funkcji odwrotnej do podanej i obie funkcje narysuj

na jednym wykresie.
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a) f(z)=3z—1,
b) f(z)=—-2z+1,
¢) flz)=1z+2,
d) f(z)=—4z—3.

Zadanie 1.6. Jesli funkcja f jest dana wzorem funkcji liniowej, ale jej dziedzing
nie jest caly zbidr liczb rzeczywistych, to co mozna powiedzieé¢ o jej wykresie?

Zadanie 1.7. Narysuj wykresy funkcji:
a) flw) = 25

r—2 ’
b) flz) = =2t
c) f(z) = g(L), gdzie g(x) = L,

d) f(x)=2x+1,dlaz>0.

Zadanie 1.8. Przez ktére z ¢wiartek uktadu wspotrzednych przechodzi wykres
funkcji f(z) = ax + 1, gdzie a € R? Czy zalezy to od parametru a?

Zadanie 1.9. Przez ktére z ¢wiartek uktadu wspotrzednych przechodzi wykres
funkcji f(x) = 2z + b, gdzie b € R? Czy zalezy to od paramteru b?

Zadanie 1.10 (x). W zaleznosci od paramteréw a i b oméw parzystosé funkcji
f@)=azx+b.

Zadanie 1.11. Ile miejsc zerowych moze mieé¢ funkcja liniowa? Podaj przyklad
na kazda z mozliwosci.

Zadanie 1.12. Uzywajac tablic matematycznych, kalkulatora albo komputera,
podaj doktadna (lub przyblizona) warto$é kata nachylenia podanych prostych
do osi OX:



10 2 ROWNANIA LINIOWE

2 Roéwnania liniowe

2.1 Podstawowe pojecia.

Definicja 2.1 (réwnanie liniowe). Réwnaniem liniowym bedziemy nazwyaé
rOwnanie postaci: ax = b, gdzie x oznacza niewiadoma, natomiast a i b to
parametry.

Rozwiazaé¢ powyzsze rownanie oznacza znalezé wszystkie liczby, ktore pod-
stawione w miejsce = spelniaja rownosc. Jesli nie zaznaczono tego inaczej, przyj-
mujemy, ze £ moze byé dowolna liczba rzeczywista.

Przeanalizuj ponizsze przyklady i sprawdz czy rozumiesz skad wziely sie
takie, a nie inne wyniki.

Przyktlad 2.2. Rozwigzaniem réwnania 3z = 6 jest doktadnie jedna liczba: 2.
Przyktad 2.3. Rozwiazaniem réwnania 2x = 0 jest doktadnie jedna liczba: 0.

Przyklad 2.4. Rozwiazaniem réwnania Oz = 0 jest zbior wszystkich liczb
rzeczywistych (méwimy tez, ze pierwiastkiem tego réwnania jest dowolna liczba
rzeczywista).

Przyktad 2.5. Rozwiazaniem réwnania 0z = 3 jest zbidr pusty, co oznacza, ze
zadna liczba rzeczywista nie jest pierwiastkiem tego réwnania.

2.1.1 Liczba rozwigzan réwnania liniowego.
Fakt 2.6. Ogdlnie, rozwigzujgc réwnanie liniowe ax = b otrzymujemy:
1. jedno rozwigzanie postaci x = —g, jesli a # 0,

2. nieskoriczenie wiele rozwigzan (czyli x € R), jesli a = 0 i jednoczesnie
b=0,

3. zbidr pusty - brak rozwigzan (x € 0), jeslia =0 i b # 0.
Whniosek: Rdéwnanie liniowe moze mie¢ 0, 1 lub co rozwiazan.

2.1.2 Zadania

Zadanie 2.1. Podaj liczbe pierwiastkow danego rownania w zaleznosci od war-
tosci wystepujacych parametréow.

a) mr—1=2zx,

=3

) az? + 3z —4="T7+a?

) mPzr+m=ux+1,

o

d) ax + b= cz,
e) a’r +3=2— (b®+1)r.

Zadanie 2.2. Rozwiaz podane réwnanie (uwzgledniajac wszystkie mozliwosci
dla parametréw).
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a) 4z + 3 =mz —m,
b) 3z —m = mx — 3,
c) K2z —1=x—k,

d) ax+4=28z—b.

2.2 Roéwnania liniowe z zalozeniami.

W réwnaniach linowych, o ktérych pisaliémy dotychczas, zakladano (chociaz nie
bylo to nigdzie wyraznie napisane), ze  moze by¢ dowolna liczba rzeczywista
(jest to podobnie jak w przypadku funkcji - dziedzina naturalna). Moze sie
jednak zdarzyé¢, ze réwnanie bedzie mialo dziedzine zadang z gory. Ponizsza
definicja jest wlasciwie rozszerzeniem poprzednie;j.

Definicja 2.7 (réwnanie liniowe z zalozeniami). Réwnanie postacie ax = b
przy zalozeniu x € D nazywamy liniowym (z zalozeniami), a zbiér D nazywamy
dziedzing tego réwnania.

Oczywiscie, przy poszukiwaniu rozwigzania takiego rownania, interesuja nas
tylko takie liczby x ktore spetaniaja dane réwnanie i jednoczesnie naleza do
zbioru D.

Przyktad 2.8. Rozwigzmy réwnanie 3x = 5 przy zalozeniu z € N. Oczywiscie
réwnanie takie nie ma rozwiazan, otrzymujmy zbiér pusty (z € 0)). (dlaczego?)

Przyklad 2.9. Rozwazmy réwnanie 6z = 2 przy zalozeniu x € (0,00). Row-
nanie to ma jedno rozwiazanie x = %
Przyklad 2.10. Réwnanie Ox = 0 przy zalozeniu x € (0, 00) ma nieskoniczenie
wiele rozwiazan, czyli ... jego rozwiazaniem jest cala dziedzina (wszystkie liczby
z dziedziny spelniaja to réwnanie), czyli: x € (0, 00).

Najprostszym sposobem rozwigzania réwnania liniowego ax = b z zaloze-
niem x € D jest rozwigzanie ,zwyklego” réwnania liniowego, a nastepnie obli-
czenie cze$ci wspolnej zbioru rozwiazan oraz zbioru D.

Uwaga 2.11. Jesli w czasie pracy nad rozwigzaniem jakiegos problemu otrzy-
masz réwnanie (niekoniecznie liniowe) ZAWSZE zastanéw sie, czy nie jest ono
,obarczone” jakim$ zalozeniem.

Przyklad 2.12. Sprébujmy rozwiazaé zadanie o nastepujacej tresci: Jeden bilet
do kina kosztuje 10 zl. Za ile takich biletéw zaplacisz 37 z1? Aby rozwiazaé to
zadanie, musimy w zasadzie rozwiaza¢ proste réwnanie: 10z = 37, ale przy
zalozeniu x € N (dlaczego?) - i oczywiscie okazuje sig¢, ze rozwiazaniem jest
zbiér pusty.

Przyklad 2.13. Réwnanie postaci: _;:23 = ;ié jest oczywiscie rownowazne
réwnaiu —2x = 4, gdzie © # —2 (dlaczego?). Jest to réwnanie sprzeczne (zbio-
rem rozwiazan jest zbiér pusty).
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2.2.1 Zadania

Zadanie 2.3. Rozwigz podane rownania:

a) (z—3)(z+4)— 2082 —2) = (z — 4)?, gdzie z € N,

¢) 5(z—1)2 = 2(x+3)? =3(x + 2)? — 7(6x — 1), gdzie x > 0,
d) (x+1)2 — (2 —1)3 =6(2® + 2 + 1), gdzie x # 2.

Zadanie 2.4. Na pewnym sprawdzianie z matematyki bylo do rozwiazania
10 zadan. Ustalono réwniez nastepujace zasady. Za dobrze rozwiazane zadaine
uczen otrzymywal 5 punktéw, natomiast za kazde bledne rozwigzanie uczen
tracit 3 punkty. Ile zadan zostalo rozwiazanych dobrze jesli uczen otrzymal:

a) 34 punkty,
b) 12 punktéw,
c¢) 2 punkty,
d) —7 punktéw?

Zadanie 2.5 (x). Dlugopis kosztuje 3 zl. Ile kosztuje oléwek, jesli za 2 dlugopisy
i 3 oléwki zaptacono:

a) 9zt
b) 7 zi,
c) 7zt 150 gr?
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3 Uklady réwnan liniowych

Definicja 3.1. Uktadem dwodch rownan liniowych z dwiema niewiadomymi na-
zywamy ukltad postaci:
{ aiz+biy=c
asx + bay = ¢z

gdzie przynajmniej jeden z paramterow a; i by oraz przynajmniej jeden z para-
metréw as 1 by jest rézny od zera (to zalozenie jest potrzebne po to, aby kazde
z rébwnan wyznaczalo na plaszczyZnie pewna prosta).

Problem 3.2. Jaki zbiér punktéw na plaszczyznie okresla rownanie Ox 4 0y = c.
Czy zbiér ten zalezy od wartosci parametru c¢?

3.1 Rozwigzywanie uktadéw réwnan liniowych.

Poniewaz kazde z réwnan okresla pewna prosta na plaszczyznie zatem rozwia-
zaniem ukladu sa pary (x,y) wyznaczajace punkty wspdélne tych prostych. Jak
wiadomo dwie proste moga mie¢ 0, 1 lub oo puntkéw wspdlnych (czy potrafisz
wykonaé¢ odpowiednie rysunki?). Z tego wynika, ze rozwazany uklad réwnan
moze albo by¢ sprzeczny, albo mieé¢ dokladnie jedno rozwiazanie (méwimy wte-
dy ze jest oznaczony) albo mie¢ oo wiele rozwiazan (méwimy wtedy, ze jest
nieoznaczony).

Istnieje wiele metod rozwiazywania uktadéw rownan. Jesli uklad nie zawiera
parametréw, to mozemy uzyc:

1. metody podstawiania,

2. metody przeciwynych wspotczynnikéw,
3. metody graficznej,

4. metody wyznacznikéw.

W ukladach bez parametréw, preferowane jest uzywanie jednej z dwoch
pierwszych metod. (Przypomnij sobie na czym polegaja metody 1, 2 i 3!) Jesli
natomiast uklad zawiera cho¢ jeden parametr, wydaje sie, ze metoda wyznacz-
nikéw jest ,najbezpieczniejsza” i najefektywaniejsza.

3.1.1 Metoda wyznacznikéw.

Metoda wyznacznikéw jest najbardziej uniwersalna metoda rozwigzywania ukta-
déw réownan liniowych. W matematyce uzywa sie jej postaci ogdlnej, zwanej
metoda badZ wzorami Cramera. Metoda taka pozwala na rowiazywania, w bar-
dzo prosty sposéb, uktadéw wielu réwnan z duza liczba niewiadomych. My w
naszych rozwazaniach ograniczymy sie do ukladéw dwéch réwnan z dwoma nie-
wiadomymi. Ponizej zebrano podstawowe definicje i fakty, potrzebne przy ko-
rzystaniu z tej metody.

Definicja 3.3 (wyznaczniki ukladu réwnan). Dla ukladu:

amr+by=c
as® + bay = ca
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wyznacznikiem gléwnym nazywamy liczbe W obliczona wzorem:

ar b

W= a9 b2

‘ = a1b2 — agbl.

Uwaga 3.4 (interpretacja geometryczna wyznacznika). Wyznacznik gléwny
informuje nas, czy proste, ktérych rownania wystepuja w uktadzie rownan sg
réwnolegle czy nie.

Aby zbadaé ile rozwiazan ma dany uklad réwhan warto postuzyé sie wy-
znacznikiem. Ponizej zebrano kilka faktéw wiazacych wyznacznik, wladnie z ilo-
$cia rozwiazan uktadu réwnan.

Fakt 3.5. Jesli wyznacznik glowny ukladu W = 0, to proste wyznaczane przez
ten uklad sq rownolegle. Jesli natomiast wyznacznik gltowny W # 0, to proste
te nie sqg rownolegle.

Fakt 3.6. Jesli wyznacznik gléwy ukladu W #£ 0, to uklad jest oznaczony -
ma dokladnie jedno rozwigzanie. I odwrotenie, jesli uktiad ma dokladnie jedno
rozwigzanie, to jego wyznacznik glowny napewno jest roiny od zera.

Fakt 3.7. Jesli wyznacznik glowy ukiad W = 0, to uklad nie jest oznaczony -
to znaczy albo okaze sie byé sprzeczny albo ma oo wiele rozwigzan.

Uwaga 3.8. Zauwazmy, ze gdy W = 0, to dalej nie wiemy, ile rozwiazan posiada
ukltad réwnan. Sposdb poradzenia sobie z ta ,przeszkoda” zilustruje ponizszy
przyktad.

Przyktad 3.9 (badanie ilosci rozwigzan ukladu réwnan z parametrem). W
zaleznoéci od parametru m zbadamy ilos¢ rozwiazan uktadu:

mr+y=1
3z +3my =3

Obliczmy wyznacznik gtowny tego uktadu.

_ m 1 _ 2
W = 3 3m‘—3m 3.

Sprawdzmy kiedy W = 0:
3m? —-3=0 gdy m=1 lub m=—1.

Dla pozostalych m, zachodzi W # 0, zatem wiadomo juz, ze je$li m €
R\{—1,1}, to uklad posiada dokladnie jedno rozwiazanie. Pozostaje sprawdzié
co sig¢ dzieje dla m = 1 oraz dla m = —1 (w obu przypadkach proste wyznaczane
przez uklad réwnan sa réwnolegle, nie wiadomo jednak czy pokrywaja sie czy
tez nie maja punktéw wspélnych).

Jesli m =1 to nasz uklad przyjmuje konkretna postaé:

z+y=1
3xr+3y=3

Wystarczy podzieli¢ drugie réwnanie obustronnie przez 3 aby otrzymac:

r+y=1
r+y=1
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Bez zadnych dalszych wyliczen tatwo mozemy stwierdzié, ze oba réwnania opi-
suja ta sama prosta - czyli, w tym przypadku ukilad ma nieskonczenie wiele
rozwiazan.

Jedli natomiast m = —1, to uklad nasz przybiera postac:
—zrz4+y=1
3r—3y=3

Wystarczy teraz pierwsze z réwnan pomnozy¢ przez —1 a drugie podzieli¢ przez
3 (dazymy do zréwnania wspélczynnika przy x), aby otrzymad:

r—y=-—1
r—y=1
Widaé tutaj odrazu, ze otrzymane proste sa réwnolegle, ale napewno nie po-
krywaja si¢ (sa ,rozsunigte”), stad uklad jest sprzeczny.
Zbierzmy wigc uzyskane wyniki. Okazalo sig, ze jesli m € R\{—1, 1}, to uktad

ma 1 rozwiazanie. Jesli m = —1, to uklad nie ma rozwiagzan, jesli natomiast
m = 1, to uktad ma oo wiele rozwigzan.

Aby poradzié sobie z rozwiazaniem (a nie tylko z podaniem liczby rozwiazan)
uktadu ktory posiada parametry, wprowadzimy tzw. wyznaczniki szczegdtowe.

Definicja 3.10 (wyznaczniki szczegélowe ukladu réwnan). Wyznacznikami
szczegbdlowymi niewiadomych z i y nazywaé bedziemy odpowiednio liczby:

c1 b
W, = ‘ b :Clb2_02b17
C2 2
oraz
ay Cp
W, = = ajicy — asCy.
y ay  Co 1C2 2C1

Fakt 3.11. Jesli wyznacznik gléowny ukiadu W #£ 0, to rozwigzaniem ukladu
jest para liczb:
r="
{12
Vy=w
Co wiecej mozna udowodni¢ nastepujace wlasnosci.

Fakt 3.12. Jesli W = 0 oraz W, = W, = 0, to uklad ma nieskoriczenie wiele
rozwigzan.

Fakt 3.13. Jesli W = 0 oraz przynajmniej jeden z wyzncznikow szczegotowych
Wy lub Wy jest réziny od zera, to uklad jest sprzeczny.

3.2 Zadania

Zadanie 3.1. Uzywajac metody podstawiania rozwiaza¢ uktady réwnan:

) 20 -3y =17
dr+2y =1

3r—y =2
b) { —6x +2y =3
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r—2y=4
) { 20 —4y =8
Zadanie 3.2. Uzywajac metody przeciwnych wspolczynnikéw rozwiaz uktady
rownan:

1 r+y="7
’ 2v 42y =4

9 z—3y =38
"l —2x+6y =16

3 dr —y =3
’ 20 — 2y =5

Zadanie 3.3. Podany uklad zilustruj graficznie i jesli to mozliwe podaj doktad-
ne rozwiazanie.

3x —y =2
2) { Az +2y =8
3xr+y =10
Oméw wady metody graficznej.

Zadanie 3.4. Przypusmy, ze by # 0 i by # 0. Wtedy kazdy taki uktad dwdch
réwnan liniowych mozna sprowadzi¢ do postaci:

_ _a a
{ y=-—57+5
_ _az ca
y= b2x+b2

Poslugujac si¢ interpretacja graficzna podaj jak ilos¢ rozwiazan zalezy od
liczb: — b, —92 & 2
1

ba? b1 by

Zadanie 3.5. W kazdym z podanych nizej przypadkéw wylicz W i je§li W £ 0,
to rozwiaz dany uktad metoda wyznacznikéw, a jesli W = 0, to przez odpowied-
nie pomnozenie przeksztal¢ uktad do postaci, z ktorej ,widaé” ilosé rozwiazn:

r+2y=11
a) { 5z — 3y =3

b) 2z 4+ 5y =15
3z + 8y =-1
3r—y=2>5

)\ 5z+2y =23

d)

122 4+ 15y + 25 = 0

2z 4+ by = 25
—4x — 10y = —50

T —3y+1=0
Az —5y+17=0

{
{
{ 281 + 35y +3 =0
{
{
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Zadanie 3.6. W zaleznosci od paramteru (parametréw) podaj liczbe rozwiazan
dla:

) r+3Imy=1+m
& 3mz+y=—-2(m—1)

2 —
b) { mrz+y=1

rT+y=m
rt+y=a
) { mx+y=0

(a—3)x—4y=>
d) { 9x7(a+2)3279

) 2x4+3y =4
© dx +my = 2m

Zadanie 3.7. W zaleznoéci od parametru m rozwiaz podany uktad:

) 3 +my = —2
3r+2y=3

r+2y=4

mr—+y=m
) <*){ x+my:m2

Zadanie 3.8. W zaleznosci od paramteru k podaj liczbe rozwiazan ukladu:

kr +y = k?
x+ky=1

i odpowiedz, dla jakich wartosci parametru k uktad:
1. jest niesprzeczny,
2. ma co najmniej jedno rozwiazanie,
3. jest nieoznaczony,
4. ma co najwyzej jedno rozwigzanie,
5. ma conajmniej dwa rozwiazania,
6. ma dokladnie siedem rozwigzan,

7. (*) ma rozwigzanie bedace para liczb przeciwnych.
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4 Funkcja kwadratowa

4.1 Podstawowe definicje.

Definicja 4.1 (funkcja kwadratowa). Funkcja kwadratowa nazywamy dowolna
funkcje postaci: f(x) = ax? + bz + ¢, gdzie a # 0, natomiast b i ¢ s3 dowolnymi
liczbami rzeczywistymi.

Uwaga 4.2. Jedli w zadaniu pojawi sie funkcja, ktéra ,wyglada” jak funkcja
kwadratowa, ale wspélezynnik przy z? zawiera parametr (np. f(x) = (m +
1)x? +mz — 3) to najczesciej musimy rozpatrzeé osobno dwa przypadki: funkcji
kwadratowej (gdy m # —1) oraz funkcji liniowej (gdy m = —1).

Wykres funkcji kwadratowej. Wykresem funkcji kwadratowej jest parabo-
la. ,Sktada” sie ona z wierzchotka i dwoch ramion, ktére albo sa skierowane do
goéry (gdy a > 0) albo na dét (a < 0). Wspélrzedne wierzchotka obliczamy ze
wzoréw: W = (p, q), gdzie p = 5—;, q= % (A = b% — dac). Symbol A zwany
wyrdznikiem rozpatrywanego tréjmianu kwadratowego informuje nas o iloéci

miejsc zerowych:
e jesli A > 0, to funkcja posiada dwa miejsca zerowe,
e jesli A =0, to funkcja posiada jedno miejsce zerowe,

e jesli A < 0, to funkcja nie posiada miejsce zerowych.

Fakt 4.3. Jeslia # 01 A > 0, to miejsca zerowe dane s¢ wzorami: 1 = %,
To = %. (Jesli A = 0, to oba wzory dajg tq samq liczbe oznaczang przez

z0-)

Uwaga 4.4. Parametr ¢ oznacza miejsce przeciecia wykresu x osia OY (ponie-
waz oczywiscie f(0) =a*x0+bx0+c=c).

4.2 Rysowanie wykresu funkcjia kwadratowej.

Jesli chcemy narysowaé wykres funkeji kwadratowej, to:
1. wyliczamy wierzcholek W (p, q) i zaznaczamy go na wykresie,
2. zaznaczamy punkt (0, ¢) - miejsce przeciecia z osia OY,

3. korzystajac z faktu, ze parabola ma o$ symetrii (jest to prosta o réwnaniu
x = p) 1 zaznaczamy punkt symetryczny do (0, c¢) ktéry ma wspéhrzedne
(2p,c),

4. jedli istniejg miejsca zerowa i sa tatwe do obliczenia, zaznczamy je na osi
00X,

5. przez otrzymane punkty prowadzimy krzywa o ksztalcie mozliwie najbar-
dziej zblizonym do paraboli (pamietajac o symetrycznosci, o nieztamywa-
niu ramion i o gtadkim wierzcholku).
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Uwaga 4.5. Moze si¢ zdarzy¢, ze z krokow 1—4 dostajemy zaledwie jeden punkt
(np. dla funkcji f(x) = 22 + 4). Wtedy nalezy wyliczyé¢ warto$é np. dla z = 1
(wybieramy takie parametry x dla ktérych obliczenia sa mozliwie najprostsze)
i otrzymany punkt, wraz z punktem do niego symetrycznym, zazanczamy na
rysunku.

Nalezy pamietaé, ze w zasadzie, mamy 6 ,réznych” parabol (co mozesz po-
wiedzieé¢ o wielkoSciach A oraz a dla kazdego z przypadkéw?):

tu bedzie rysunek (przypadki ze wzgledu na znak a oraz A)

Dlatego po przeczytaniu dowolnego zadania z funkcjg kwadratowa, nalezy za-
stanowic¢ sie, ktére z tych szesciu parabol spelniaja zalozenia tego zadania, a
nastepnie opisa¢ je w terminach A oraz a.

4.3 Wzory Viete’a.

Poznamy dwa wzory ktore ulatwiaja bardzo wiele obliczen. Zapamietanie ich i
czeste stosowanie, pozwala rozwiazaé wiele zadan, ktére bez tych wzoréw mogtby
by¢ doé¢ skomplikowane.

Fakt 4.6 (wzory Viete'a). Jesli a #0 i A > 0, to:

—b
{$1+$2:a

(8]
1Tz =

Uwaga 4.7. Wzory Viete’a pozwalaja powiedzieé¢ cos o x1 i x5 bez potrzeby
wyliczania tych liczb.

Przyktad 4.8 (zastosowanie wzoréw Viete'a). Niech f(z) = 22—8z+6. Wyrdz-
nik tego tréjmianu A wynosi 40, co oznacza, ze funkcja ma dwa miejsca zerowe
x1 oraz xo. Lato zauwazy¢, ze oba miejsca zerowe beda liczbami nie wymierny-
mi. Jednak wiele rzeczy o tych pierwiastkach mozna powiedzie¢, nie znajac ich
doktadnej wartosci. Zapiszmy wzory Viete’a dla tej funkcji:

I1+1‘2:8
1’11’2:6

Odrazu widaé stad, ze obie liczby x1 i 2 sa dodatnie (dlaczego?). Bez wyliczania
wartosci tych pierwiastkéw mozna réwniez powiedzie¢ (policzy¢), ze:
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a) suma kwadratéw 1 i 2o wynosi: 23 + 23 = (11 +2)? — 27129 = 8% —2%6 =
64 — 12 = 52,

$ci i o011 xotxy 8 _ 4
b) suma odwrotnosci 1 i o wynosi: st =82 =5=3
c) odleglodé z1 i xo wynosi: |71 — 22| = /(21 — 22)% = /23 — 23129 + 2% =

V(21 4 22)2 — da120 = V82 — 4% 6 = V40,

oraz kazde inne wyrazenie symetryczne ze wzgledu na x; i zo.

4.4 Funkcja kwadratowa w réznej postaci.

Istnieje wiele postaci zapisu wzoru funkcji kwadratowej. Ponizej zebrano kilka
najczesciej uzywanych form, wraz z podanymi zaletami kazdego ze sposobow.

1. Postaé¢ ogdlna: f(z) = ax?® +bx + ¢ - ,widaé” punkt przeciecia z osiag OY,
tatwo otrzymaé wzory Viete’a.

2. Postaé¢ kanoniczna: f(z) = a(z — p)? + ¢ - ,widaé” wierzchotek oraz liczbe
miejsc zerowych.

3. Postaé iloczynowa: f(z) = a(x — x1)(x — z2) (istnieje tylko wtedy, gdy
A > 0, co wiecej gdy A = 0 skraca si¢ do zapisu f(r) = a(z — z0)?) -
swida¢” miejsca zerowe.

Warto znaé podane wyzej zapisy, tak aby mozna bylo w odpowiednich za-
dania odrazu zastosowaé odpowiedni zapis i odczyta¢ mozliwie jak najwiecej
informacji bez wykonywania dodatkowych obliczen.

4.5 Wilasnosci funkcji kwadratowej.

Ponizej zebrano podstawowe wlasnoéci funkcji kwadratowe;j.

1. Zbiér wartosci funkcji kwadratowej. Jesli a > 0, to zbiorem warto-
Sci jest przedzial (g, 00), jesli natomiast a < 0, to zbiorem wartosci jest
przedzial (—oo, q). Czy wiesz dlaczego?

2. Monotoniczno$é. Zadna funkcja kwadratowa nie jest monotoniczna, a
jedynie przedzialami monotoniczna. Jesli a > 0, to funkcja maleje w prze-
dziale (—oo,p) a ros$nie w przedziale (p,oc0). Natomiast, jesli a < 0, to
funkcja roénie w przedziale (—oo, p) natomiast rosnie w przedziale (p, 00).

3. Réznowartosciowos¢. Zadna funkcja kwadratowa nie jest réznowarto-
$ciowa, a co za tym idzie nie posiada funkcji odwrotne;j.

4.6 Funkcja kwadratowa okreslona na przedziale domknie-
tym.

Bardzo czesto rozwigzanie problemu sprowadza si¢ do rozwazenia funkcji: f(z) =
ax? + bx + ¢ przy zalozeniu, ze x € (ry,rs), gdzie r; oraz ry to dowolne liczby
rzeczywiste takie, ze 71 < ro. Co prawda funkcja ta jest dana wzorem funkcji
kwadratowej, ale jej dziedzina nie jest caly zbiér liczb rzeczywistych a jedy-
nie przedzial (rq,r9). Méwimy, ze obcinamy funkcje kwadratows do przedziatu
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(r1,m2). Wykresem tej funkcji nie jest cala parabola, a jedynie jej fragment
zawarty miedzy prostymi x = rq oraz x = ry (laczeni z punktami kohcowymi).

Problem 4.9. Rozwaz funkcje f(z) = 22 obcieta do réznych przedzialéw, np: x €
(—1,2), 2 € (1,2), 2 € (0,3), x € (—2,—1). Sprébuj oméwié ,typy” otrzymanych
wykreséw. Zauwazmy, ze otrzymane funkcje moga mie¢ rézne wlasnosci - inne
niz funkcja przed obcieciem. W pewnych sytuacjach mozemy otrzymac¢ funkcje
monotoniczng, réznowartosciowa, ze zmniejszona liczba miejsc zerowych itd.
Najwazniejsza nowa wlasnoscia jest fakt, ze kazda taka funkcja posiada wartosé
najmniejsza oraz warto$¢ najmniejsza (méwimy, ze funkcja osiaga swoje kresy).

Przyklad 4.10 (warto$¢ najwieksza i najmniejsza). Rozwazmy ponizsze funk-
2

cje. Wszystkie dane beda jednym wzorem f(z) = x* — 4.
1. Niech w tym przypadku, dziedzing funkcji bedzie caly zbiér liczb rzeczy-
wistych. Wtedy, nasza funkcja posiada wartosé¢ najmniejsza, ktora wynosi
—4 i jest osiggana dla x = 0, ale nie posiada warto$ci najwiekszej.

2. Obetnijmy dziedzine do przedzialu =z € (—1,1). Otrzymujemy nowa (in-
na!) funkcje. Podobnie jak poprzednio posiada ona warto$é najwieksza —4
ktérg osiaga dla z = 0. W odréznieniu jednak od poprzedniej, ta funkcja
posiada rowniez warto$¢ najwieksza —3, ktoéra osigga w dwdch miejsach,
dla z = +1.

3. Niech teraz, dziedzina naszej nowej funkcji bedzie inny przedzial - x €
(1,2). Taka funkcja posiada warto$¢ najmniejsza, ktéra wynosi —3 i jest
osiggana dla x = 1 oraz wartos$¢ najwigksza, ktéra wynosi 0 i jest osiagana
dla x = 2.

Aby lepiej zrozumieé¢ powyzszy przyklad, wykonaj odpowiednie rysunki.

4.7 Zadania

Zadanie 4.1. Dla podanych funkcji znajdz postaé¢ ogdlna, kanoniczna, iloczy-
nowa, wierzcholek paraboli i miejsca zerowe:

a) f(x) =22 + 62 +8,
b) f(z) =2(z - 3)%
¢) f(z) = (v+3)* =6,
d) f(z) = 22 + 6a.

Zadanie 4.2. Naszkicuj wykresy funkcji z zadania 1, podaj przedzialy mono-
tonicznosci i zbidr wartosci.

Zadanie 4.3. Wyznacz warto$ci wspotezynnikéw b i ¢ funkeji f(x) = 22 +bz+c
tak, aby:

a) do wykresu tej funkcji nalezaty punkty (1,1) oraz (0, —5),
b) do wykresu tej funkcji nalezaly punkty (3,9) oraz (—1,—9),

c¢) funkcja ta miata dwa miejsca zerowe 2 i —3,
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d) funkcja ta miala dokladnie jedno miejsce zerowe 3,

e) funkcja ta osiagnela minimum réwne 5 dla z = —2,

f) jej wykres przecinal o§ OY w punkcie (0, 3) i byl styczny do osi OX.
Rozwiazania zobrazuj na odpowiednim rysunku.

Zadanie 4.4. Dla jakich wartosci parametru m podana funkcja posiada do-
ktadnie jedno miejsce zerowe:

a) f(z) =ma?+ 3z + 4,
b) f(z) = 2% — mz + 2,
¢) f(z)=(m+1)2% —2(m+ 1)z + 3m.

Zadanie 4.5. Wyznacz najwieksza i najmniejsza warto$¢ funkcji f w podanym
przedziale:

a) f(z)=—-222+2x—1, 2 €(0,2),
b) f(z)=2%+4z -2,z € (-1,2),
¢) flx) =z — 22 z €(0,2).

Zadanie 4.6. Wyrézniki podanych tréjmianéw sa dodatnie (sprawdz to!). Ob-
licz sume i iloczyn miejsc zerowych kazdego z tréjmianéw (bez wyliczania war-
tosci tych miejsc zerowych):

a) f(z)=a?— 8z + 12,
b) f(z) =222 — 3z —1,
¢) f(x)=—32%+5z+2,
d) f(z) = ia% + 4z - 3.

Jakiego znaku sa miejsca zerowe kazdego z tych trojmianéw?

Zadanie 4.7. Dla jakich wartosci parametru m funkcja f(x) = 224+ (m—1)x+3:
a) przyjmuje tylko wartosci dodatnie,

b) przyjmuje tylko wartosci ujemne,

c) jest funkcja parzysta.

Zadanie 4.8. Ponizsze wyrazenia przedstaw za pomoca x1 + T2 oraz riTs:

a) o3+ a3,

1 1
R
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5 Rownania i nieré6wnosci kwadratowe

5.1 Roéwnanie kwadratowe.

Definicja 5.1 (réwnanie kwadratowe). Réwnaniem kwadratowym nazywamy
réwnanie postaci:

az® +br+c=0 gdzie a # 0,b,c € R.

Przyktad 5.2. Rozwazmy réwnanie: (m — 1)z —2maz+m = 0 (m € R jest pa-
rametrem). W zaleznosci od wartodci parametru, zachodzi jeden z przypadkéw:

e jest to rownanie liniowe dla m =1,

e jest to rownanie kwadratowe dla m # 1.

5.1.1 Liczba rozwigzan réwnania kwadratowego.

Fakt 5.3 (liczba rozwiagzan réwnania kwadratowego). Jesli A > 0, to réwnanie

kwadratowe ma dwa rozwigzania: x = _bga\/Z lub x = %. Jesli A =0, to

réownanie kwadratowe ma jedno rozwigzanie, T = 2—; Jesli A < 0, to réwnanie
kwadratowe nie ma rozwigzan - jest sprzeczne.

Przyktlad 5.4. Zastanéwmy sie ile rozwigzan, w zaleznosci od parametru m, ma
réwnanie mz? +4x —1 = 0. Zauwazmy, ze jesli m = 0, to powyzsze réwnanie, nie
jest réwnaniem kwadratowym i redukuje sie do réwnania postaci: 4o — 1 = 0,
ktére jako réwnanie liniowe, oczywiscie ma jedno rozwiazanie (z = ). Jesli
natomiast m # 0, to mamy doczynienia z réwnaniem kwadratowym. Mozemy
wobec tego policzy¢ delte: A = 16+4m (nalezy pamietad, ze obliczona A istnieje
tylko w przypadku gdy m # 0). Latow zatem policzy¢, ze jesli m > —4 (przy
zalozeniu m # 0!) to A > 0, czyli réwnanie ma wéwczas dwa rézne pierwiastki.
Jesli m = —4, tp A = 0, co daje réwnanie tylko z jednym pierwiastkiem. Jesli
natomiast m < —4, to A < 0, wobec czego réwnanie jest sprzeczne. Zbierzmy
uzyskane wyniki:

o Jesli m € (—4,0) U (0,00), to réwnanie ma 2 rozwigzania.
e Jeslim = —4V m = 0, to rownanie ma 1 rozwigzanie.

e Jedli m € (—o0, —4), to réwnanie nie ma rozwigzai.

5.2 Nieroéwnosé kwadratowa.

Definicja 5.5. Nieréwnoscia kwadratows nazywaé bedziemy nieréwnosci po-
staci: az? +bx +¢ <0, ax? +bx +c >0, ax? +bx +c # 0, ax® + bx + ¢ > 0.
gdzie a # 0, oraz a,b,c € R.

5.2.1 Graficzne przedstawienie nieré6wnosci kwadratowej.

Przy rozwiazywaniu nieréwnosci kwadratowych, czesto najwygodniejszym spo-
sobem jest skorzystanie z metody graficznej, ktéra daje szybki i dokladny wy-
nik. Aby rozwigzaé¢ nieréwno$¢ kwadratowa, postepujemy w nastepujacy sposob.
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Szkicujemy przyblizony wykres funkcji kwadratowej danej wzorem z nieréwno-
Sci, przy czym najbardziej interesuja nas w nim miejsca zerowe funkcji (nie
musimy wylicza¢ wspélrzednych wierzchotka, miejsca przeciecia z osig OY itd.
- najczedcie] w ogdle nie rysujemy osi OY!). Nastepnie patrzymy dla jakich war-
tosci x naszkicowany wykres jest “nad” osig OX, a dla jakich "pod” osig OX.
Odpowiednio dla danej nieréwnoéci, wybieramy przedzial ktéry jest rozwiaza-
niem nieréwnosci. Powyzsze rozumowanie pokazemy na kilku przyktadach.

Przyklad 5.6. Rozwigzemy nieréwnoéé z2 — 6x 4+ 8 > 0. Wykresem funkeji
danej wzorem f(z) = 2% — 6x + 8 jest parabola o ramionach skierowanych w
gore, posiadajaca dwa miejsca zerowe 1 = 2 oraz xo2 = 4. Stad otrzymujemy
szybko odpowiedZ: & € (—o00,2) U (4,00). (Narysuj samodzielnie odpowiedni
rysunek i sprawdZ czy rozumiesz, skad wziela sie odpowiedz!)

Przyklad 5.7. Pokazemy teraz, dla jakich wartosci parametru m, rozwiazaniem
nieréwnosci: 222 4+ 4x + m > 0, jest zbiér wszystkich liczb rzeczywistych.

Wykresem lewej strony nieréwnosci jest parabola o ramionach skierowanych
w gore (dlaczego?). Aby kazda liczba rzeczywista spelniala ta nieréwnosé, para-
bola ta powinna ”nie schodzi¢” ponizej osi OX, tzn. w calosci musi znajdowaé
sie nad osiag OX lub ewentualnie moze si¢ z nia stykaé¢. Stad dostajemy warunek
A < 0 (dlaczego?). Poniewaz A = 16 — 8m, zatem m > 2. Zatem rozwiazaniem
naszej nieréwnosci 222 +4x +m > 0 bedzie caly zbiér liczb rzeczywistych, wtedy
i tylko wtedy, gdy m € (2, 00). (Narysuj odpowiedni rysunek i zastandw sie, czy
rozumiesz jak otrzymaliSmy taka odpowiedz!)

Przyklad 5.8. Rozwazmy nieréwnosé (5—k)x? —2(1—k)z+2(1—k) < 0, gdzie
k € R jest parametrem. Zastanéwmy sie dla jakich wartosci tego parametru,
rozwigzaniem nieréwnosci jest zbiér wszystkich liczb rzeczywistych.

Pierwsze spostrzezenie jest takie, ze jedynie dla k # 5, dana nieréwnosé
jest rzeczywiscie nieréwnoscia kwadratowa. Dla k£ = 5 nieréwnos$é¢ sporwadza
sig do nieréwnoséci liniowej 8z — 8 < 0, ktorej rozwigzaniem nie jest caly zbior
liczb rzeczywistych, tylko przedzial x € (—oo,1). Stad napewno k = 5 nie jest
szukanym k. W dalszych rozwazaniach zakladamy wiec, ze k # 5.

Skoro k # 5, to rozwazana nier6wno$¢ jest nierownoscia kwadratowa i wy-
kresem jej lewej strony jest parabola. Rozwigzaniem bedzie caly zbiér liczb
rzeczywistych wtedy i tylko wtedy, gdy cata parabola bedzie leze¢ pod osia OX,
czyli a < 0 (ramiona musza by¢ skierowane w dél) oraz A < 0 (nie moze by¢
miejsc zerowych). Otrzymujemy zatem nastepujace warunki:

k+#5
a=5—-k<0
A=4(1-k)?—-856-k)(1—-k) <0

Drugi warunek daje k > 5, a trzeci: k € (—o0,1) U (9,00). Czecia wspdlna
wszystkich warunkéw jest szukana odpowiedz, czyli: k € (9, 00).

5.3 Zadania

Zadanie 5.1. Rozwiaz réwnanie:

a) (3z —8)% — (4 — 6)? + (5 — 2)(5z + 2) = 96,
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b) (22 —7)% + (3z — 5)% + (4o — 9)(dx + 9) = 2(64 — 29x).

Zadanie 5.2. Zbadaj liczbe pierwistkéw réwnania z2 —6x+5 = m w zaleznoéci
od paramteru m. Zadanie rozwiaz na dwa sposoby: analitycznie oraz graficznie.
Ktory ze sposobow jest efektywniejszy?

Zadanie 5.3. W zaleznosci od paramteru m podaj liczbe pierwiastkéw rowna-
nia:

2 —m?=2mx +1,

a) x
b) max? + mx +m =0,

¢) (m—5)z%+ (5—m)x —3m = 0.

Zadanie 5.4. Dla jakich wartoéci parametru m réwnanie (m — 1)z? — 2ma +
m — 2 =0 ma 2 rézne, ujemne pierwiastki rzeczywiste?

Zadanie 5.5. Rozwiaz nieréwnosci:
a) ¥? — 8z + 12 < 0,

b) 2% < —4(z + 1),

c) 2xz(x —10) > 4(x — 8),

d) z(z +19) < 3(18 + 5z).

Zadanie 5.6. Dla jakich wartosci paramteru m zbiorem rozwiazan nieréwnosci
jest caly zbior R?

a) > —mz +m+3 >0,
b) (m? +5m —6)a® —2(m — 1)z +3 >0,
c) —a% +4mx +13 > 0.

Zadanie 5.7. Dla jakich wartoéci parametru m réwnanie ma doktadnie jeden
pierwiastek. Znajdz ten pierwiastek.

a) mz? +2(m—1)x+m—3=0,
b) 22 +mx+m+3=0,
c) (m+1)a? =2z +m—1=0.

5.4 Przyktady typowych zastosowan funkcji kwadratowej
w zadaniach.

W tym podrozdziale zebrano kilka przykladéw zadan, w ktorych pojawia sig¢
funkcja, réwnanie badz nieré6wnosé kwadratowa. Przeanalizuj ponizsze przykla-
dy i upewnij sie, czy wszystko jest zrozumiate.
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Przykltad 5.9. Zadanie: Wyznacz wartoéci parametru m, dla ktérych row-
nanie (m + 1)a? — 4mx + 2m + 3 = 0 ma dwa rézne pierwiastki tego samego
znaku.

Rozwiazanie: Jesli m = —1, to réownanie redukuje si¢ do: 4o +1 = 0 i
nie spelnia warunkéw zadania (to réwnanie liniowe nie moze mieé¢ dwéch réz-
nych pierwiastkéw tego samego znaku). Jesli natomiast m # —1, to réwnanie
jest kwadratowe. Wtedy ilos¢ pierwiastkéw zalezy od A, a znak pierwiastkéw
ustalamy ze wzoréow Viete’a. Otrzymujemy nastepujace warunki:

m # —1

A>0

2>0
Drugi warunek daje nam sume przedzialéw: m € (—oo, —1)U(3, 00). Z trzeciego
warunku mamy: m € (—oo, —2) U (—1,00). Odpowiedzia bedzie cze$¢ wspélna
otrzymanych wynikéw.

Odpowiedz: Réwnanie ma dwa pierwiastki tego samego znaku, gdy m €

(—OO, _%) U (_17 _%) U (Sa OO)

Przyklad 5.10. Zadanie: Wyznacz wartoéci parametru m, dla ktérych war-
toéé bezwzgledna réznicy pierwiastkéw réwnania: 22 4+ mz 4+ 12 = 0 jest réwna
1.

Rozwiazanie: Jest to réwnanie kwadratowe, wiec aby méc méwié o réznicy
pierwiastkow, musimy mie¢ pewnos¢ ze istnieja dwa rézne pierwiastki. Mamy

wiec:
A>0
‘371 — 3?2‘ =1
7 pierwszego warunku mamy:
A =m? — 48
m? —48 >0

m € (—oco, —4v/3) U (4V/3, 00)

Drugi warunek przeksztalcamy tak aby mozna bylo skorzystaé ze wzoréow Vie-
te’a. Warunek |21 —x2| = 1 jest spelniony, wtedy i tylko wtedy, gdy (z1—22)% = 1
(czy wiesz dlaczego?). Przeksztlacimy wyrazenie (z1 — x2)%:

b2 c b —4dac A

(1'1 — 1'2)2 = (lEl + 1’2)2 - 4.’[11’2 = ——4- = 3

a? a a a?

A stad mamy, ze:
m? — 48
1

m? =49

=1

m=7Vm=-7

Odpowiedzia jest czesé wspdlna wynikéw z oby warunkéw. W tym przypadku
ta czed¢ wspolna stanowi doktadnie to co wyszto z warunku drugiego.
Odpowiedz: Zadanie jest spelnione dla m € {—7,7}.
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Przyklad 5.11. Zadanie: Wyznacz wartosci parametru m, dla ktérych row-
nanie (m + 1)z? — 4mz + 2m + 3 = 0 ma dwa rézne pierwiastki tego samego
znaku.

Rozwigzanie: Jesli m = —1, to réwnanie redukuje si¢ do: 4o +1 = 0 i
nie spelnia warunkéw zadania (to réwnanie liniowe nie moze mie¢ dwéch r6z-
nych pierwiastkéw tego samego znaku). Jesli natomiast m # —1, to réwnanie
jest kwadratowe. Wtedy ilos¢ pierwiastkow zalezy od A, a znak pierwiastkéw
ustalamy ze wzoréow Viete’a. Otrzymujemy nastepujace warunki:

m# —1
A>0
£>0

Drugi warunek daje nam sume przedzialéw: m € (—oo, —1)U(3,00). Z trzeciego
warunku mamy: m € (—oo, —2) U (—1,00). Odpowiedzig bedzie czes¢ wspélna
otrzymanych wynikéw.

Odpowiedz: Réwnanie ma dwa pierwiastki tego samego znaku, gdy m €
(—00,—2) U (~1,—1) U (3,0).

Przykltad 5.12. Zadanie: Wyznacz wartoéci parametru m, dla ktoérych liczba
5 lezy pomiedzy pierwiastkami réwnania: z2? + 4ma + 3m? = 0.

Rozwigzanie: Wykresem funkcji f(x) = 22 + 4mx + 3m? jest parabola o
ramionach skierowanych w gore. Jesli A > 0, to ma ona dwa miejsca zerowe. Co
wiecej b lezy pomiedzy tymi pierwiastkami, wtedy i tylko wtedy, gdy f(5) < 0
(czy wiesz dlaczego? - sporzadZ szkic wykresu funkcji i sprébuj to wyjasnié!).
Zatem:

A>0
25 + 20m + 3m?

Obliczenia przeprowadzamy podobnie do poprzednich przykladéw. (Ze wzgledu
na to podobienstwo pomijamy je tutaj - doprowadz obliczenia do konca i sprawdz
odpowiedz!)

Odpowiedz: Zadanie jest spelnione dla m € (=5, —32).

Przyktad 5.13. Zadanie: Wyznacz wartosci parametru m, dla ktorych row-
nanie: 22 + 4ma + 3m? = 0 ma dwa pierwiastki, ktére sg sinusem i cosinusem
tego samego kata ostrego.

Rozwigzanie: Oczywidcie musza istnie¢ dwa rézne pierwiastki, czyli A > 0.
Aby byly one sinusem i cosinusem tego samego kata, musi zachodzié¢ réwnosé
22 + 23 = 1 (czy wiesz dlaczego musi zajéé ten warunek? przypomnij sobie
wstynna” jedynke trygonometrycznal). Checemy réwniez, aby kat byt ostry - czyli
z1,29 > 0 (dla katéw ostry zaréwno sinus jak i cosinus, przyjmuja wartosci
nieujemne). Mamy zatem warunki:

A>0
2423 =1
1 >0AzZ2>0

Dwa ostatnie warunki sprowadzamy do wzoréw Viete’a:

b2
Bta=le =251
a a
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b
—2>0
a
x1>0/\x2>0<:>{ <%
Pozostaje tylko dokonczy¢ obliczenia, ktére sa bardzo podobne do tych, ktére
wykonywaliSmy w poprzednich przyktadach.
Odpowiedz: Zadanie jest spelnione dla m = v/15.

Przyklad 5.14. Zadanie: Funkcja f: R — N przyporzadkowuje kazdej liczbie
m € R liczbe rozwigzan réwnania maz? + ma + 2 = 0. Naszkicuj wykres funkcji
f

Rozwiazanie: Zauwazmy, ze dla m = 0 rownanie to nie jest kwadratowe i
upraszcza sie do: 2 = 0. Takie réwnanie jest oczywiscie sprzeczne. Wniosek: dla
m = 0 mamy zero rozwigzan (czyli f(0) = 0).

Jesli m # 0, to rozpatrywane réwnanie jest kwadratowe i liczba rozwiazan
zalezy od A: A = m? — 8m.

Jedli wiec m? —8m > 0 (i m # 0) to mamy 2 rozwigzania. Tak dzieje si¢ dla
m € (—o0,0) U (8,00). Dla m = 8 mamy 1 rozwigzanie. Dla m € (0, 8) réwnanie
nie ma rozwigzan.

Zatem mozemy juz podaé¢ wzér na funkcje f:

0 dlam e (0,8)
fl@y=¢ 1 dlam=38
2 dlam e (—00,0) U (8,00)

Teraz wystarczy tylko narysowaé¢ wykres funkcji f korzystajac z podanego
wyzej wzoru. Dokonczenie tego zadania pozostawiamy jako ¢éwiczenie czytelni-
kowi.

Przykltad 5.15. Zadanie: Dla jakich wartosci parametru m, suma kwadratéw
rozwigzan réwnania réwnania: 2 — ma +m — 1 = 0 jest najmniejsza?

Rozwiagzanie: Sprawdzmy najpierw kiedy w ogdle istnieja dwa pierwiastki,
czyli kiedy A > 0.

A=m?—4(m—1)=m? —4m +4 = (m — 2)?

Zatem dwa (rézne) pierwiastki istnieja gdy m # 2.
Suma kwadratéw pierwiatskoéw saje sie zapisa¢ wzorami Viete’a, jako:
b? c
2 2
i +x]=— —2—.
1 1 CL2 a
Stad:
22 422 =m?—2(m—1) =m? - 2m + 2.

Rozwazmy zatem funkcje f(m) = m? —2m+2, gdzie m € R\{2}. Wykresem
tej funkcji jest parabola z wymazanym punktem nad m = 2 (nie jest to na szcze-
Scie wierzchotek tej paraboli). Po naszkicowaniu tej paraboli, latwo przekonaé
sie, ze najmniejsza warto$¢, funkcja f osiaga dla m = 1.

Odpowiedz: Dla m = 1 suma kwadratow pierwiastkéw danego rownania
jest najmniejsza. (Czy rozumiesz skad wziela si¢ ta odpowiedz?)
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5.4.1 Zadania dodatkowe

Po przeanalizowaniu powyzszych przyktadow, samodzielne rozwigzanie kilku po-
dobnych zadan nie powinno spawi¢ Ci problemu.

Zadanie 5.8. Wyznacz wartosci parametru m, dla ktérych réwnanie (m —
1)x? + 2mx + 3m — 2 = 0 ma dwa pierwiastki o réznych znakach.

Zadanie 5.9. Wyznacz wartoéci parametru m, dla ktérych réwnanie: x2 — 2z -+
1 = 22m + m? ma dwa rézne pierwiastki dodatnie.

Zadanie 5.10. Wyznacz wartosci parametru m, dla ktorych iloczyn pierwiast-
kéw réwnania: (m — 3)z% — (m + 2)z 4+ 1 = 0 jest wiekszy od 2.

Zadanie 5.11. Wyznacz wartoéci parametru m, dla ktérych réwnanie: 22 +
(6 —m)x + 2(6 — m) = 0, ma dwa rozwiazania, takie, ze suma ich kwadratéw
jest najmniejsza.

Zadanie 5.12. Wyznacz wartosci parametru m, dla ktérych pierwiastki réw-
nania: 22 — 2mz + m? — 1 = 0 naleza do przedziatu (—2,4).

Zadanie 5.13. Wyznacz wartoéci parametru m, dla ktérych réwnanie: 3z2 +
max + % = 0 ma dwa rozwiagzania, ktore sa sinusem i cosinusem tego samego
kata.

Zadanie 5.14. Funkcja f przyporzadkowuje kazdej liczbie m € R liczbe roz-
wigzan réwnania:

a) 22 +mz +m =0,
b) (m + 2)z% + 6mz + 4m — 1 = 0.

Naszkicuj wykres funkcji f.
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6 Wartos$¢ bezwzgledna

Zbiér liczb rzeczywistych (ktéry oznaczamy przez R) mozna przedstawié gra-
ficznie jako zbiér punktéw na osi liczbowej (tzn. na prostej ,wyposazonej” w
zwrot, punkt oznaczony jako zero i jednostke). Kazdej liczbie rzeczywistej x
odpowiada na takiej osi doktadnie jeden punkt.

Definicja 6.1 (warto$é¢ bezwzgledna). Wartoscia bezwzgledna liczby x nazy-
wamy odlegto$¢ punktu odpowiadajacego tej liczbie na osi liczbowej, od punktu
zero i oznaczamy przez |z|.

Przyklad 6.2. Jesli zaznaczymy na osi liczbowej liczbe 4, to tatwo zauwazymy,
ze jej odlegloéé od zera wynosi 4, stad |4| = 4.

Przyklad 6.3. Jesli zaznaczymy na osi liczbowej liczbe —3, to widzimy, ze jej
odlegtos$é od punktu zero wynosi 3, stad | — 3| = 3.

Przyktad 6.4. Podobnie mozemy pokazaé, ze na przyklad: |5| =5, | — 7| =7,
0/=0, |4 = £, |58 = 2 itd.

Widzimy wiec, ze obliczenie wartosci bezwzglednej z liczby rzeczywistej jest
bardzo proste. Mozemy przedstawié¢ to w formie przepisu:

e jedli liczba z jest dodatnia lub jesli jest zerem, to |z| = x,
e w przeciwnym wypadku (jesli liczba x jest ujemna), tp |z| = —z.

W ten sposdb otrzymalidémy wzér, ktéry czesto podaje sie wrecz jako definicje
wartosci bezwzgledne;j:

| = x dlax >0
"l —z dlaz<0.

6.1 Wlasnosci wartosci bezwzglednej.
Ponizszy fakt zbiera podstawowe wlasnosci wartoéci bezwzglednej.
Fakt 6.5. Dla dowolnych liczb xz,y € R mamy:

1| —ax| = |z,

2. |z| >0,

3. Jw -yl = lz| - [y,

_ %’ przy zalozeniu y # 0,

4.

T
Yy
5. |z —yl =1y —al.

Uwaga 6.6. Zauwazmy, ze dla sumy i réznicy na ogd! nie sg spelnione wlasnosci
podobne do tych z punktu 3 i 4 powyzszego faktu. Na przyktad:

[(=3) + 4] # | =3[+ 4],

15— 10| # [5| - [10].
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6.2 Roéwnania z wartoscig bezwzgledna.

Definicja 6.7 (réwnanie podstawowe z wartoécia bezwzgledna). Réwnaniem
podstawowym z wartoscia bezwzgledna bedziemy nazywaé¢ réwnanie postaci:

|cod| = a,
gdzie a jest konkretna (ustalona) liczbg rzeczywista.

Przyktad 6.8. Rownania o ktérych méwi definicja wygladaja na przyklad tak:
|z| =2, |3z — 4] =8, [2® — 4z + 1| =2, [3z — 2%| = 0, |4z + 1| = -3 itp.

Prezentowane tu réwnania, w ktorych wystepuje wartosé bezwzgledna, sa
bardzo proste. Z tego wzgledu nazywamy je podstawowymi. W toku pdzniej-
szych rozwazan zajmiejmy sie rowniez przypadkami bardziej skomplikowanymi,
gdzie na przyktad niewiadoma bedzie zaréwno wewnatrz wartoéci bezwzgledne;j
jak i poza nia, lub takie gdzie bedzie wigcej niewiadomych.

Ponizszy fakt umozliwia rozwiazywanie réwnan podstawowych z wartoscia
bezwzgledna.

Fakt 6.9. W zalezosci od warto$ci parametru a zachodzi jeden z przypadkow.
1. Jesli a < 0, to réwnanie |cod| = a nie ma rozwigzania.
2. Jesli a =0, to réwnanie |cod| = a jest tozsame réwnaniu: cos = a.

3. Jesli a > 0, to réwnanie |cos| = a jest rdwnowazine warunkom: co$ =
aV cos= —a.

Korzystajac z powyzszego faktu, rozwiazemy podane w poprzednim przy-
kladzie rownania podstawowe. Sprawdz czy rozumiesz skad wziely sie¢ podane
nizej wyniki.

Przyklad 6.10. Réwnanie |z| = 2 ma dwa rozwiazania: ¢ =2V z = —2.
Przyklad 6.11. Roziazenie réwnanie |3z—4| = 8, sprowadza sie do rozwiazania
dwoéch rownan liniowych: 3x —4 = 8 oraz 3z —4 = —8. Daje to nam odpowiedz:
T=4Vz= f%.
Przyktad 6.12. Aby rozwiazaé¢ réwnanie: |22 — 4z + 1| = 2, musimy rozwiazaé
dwa réwnania kwadratowe:

2 —dr+1=2Va?—dx+1=-2

22— 4r—1=0vz®—42+3=0.

W rezultacie otrzymujemy cztery mozliwe rozwiazania: x = 2 — 5V = 2 +
VEvVaez=1Vz=3.

Przyktad 6.13. Réwnanie |32 — 22| = 0 sprowadza sie do 3z — 22 = 0, co
bardzo latwo daje sie rozwiazaé, bo jest to réwnanie tozsame z: z(3 — z) = 0.
Czyli mamy dwa rozwiazania x =0V x = 3.

Przyklad 6.14. Réwnanie |4z + 1| = —3 zgodnie z podanym faktem jest
sprzeczne.



32 6 WARTOSC BEZWZGLEDNA

6.3 Nieréwnosci z wartoscig bezwzgledna.

Po rozwazaniach dotyczacych prostych rownan z wartoscia bezwzgledna, przy-
szedl czas na proste nieréwnosci w ktorych wystepuje warto$é bezwzgledna.

Definicja 6.15 (nieréwno$é podstawowa z wartoscia bezwzgledna). Pojeciem
nieréwnosci podstawowej z wartoscia bezwzgledna, bedziemy okreslaé¢ nierow-
nosci postaci: |cos| > a, [co$| > a, |co$| < a lub |co§| < a. Zakladamy, ze a jest
dowolna, ustalng liczba rzeczywista.

Przyklad 6.16. Rozwiazemy prosta nier6wnosé |z| > 2. Jesli przypomnimy so-
bie definicje wartosci bezwzglednej podana w tym rozdziale, mozemy powiedzied,
ze dana nieréwno$é opisuje zbiér takich punktéow na osi liczbowej, ktérych odle-
glosé od zera jest wieksza od 2. Aby ,zobaczyé” rozwiazanie wysraczy wykonaé
prosty rysunek (wykonaj go!) i odczytaé odpowiedz: x € (—o0, —2) U (2, 00).

Przedstawimy ponizej fakty, ktore wlasciwie bazuja na rozumowaniu z po-
wyzszego przykladu i umozliwiaja rozwiazanie wszystkich nieréwnosci podsta-
wowych.

Fakt 6.17. Zaloimy, ze a jest dowolng, ustalong liczbg rzeczywistq dodatnig.
Wowczas mamy:

1. Nieréwno$é |cod| > a jest rownowazna warunkom: cos > a lub co§ < —a.
2. Nieréwno$é |cod| > a jest réwnowazna warunkom: cod > a lub cos < —a.
3. Nierdwnosé |cod| < a jest réwnowazna warunkom: —a < co$ < a.
4. Nieréwno$é |cod| < a jest réwnowazna warunkom: —a < coé < a.

Fakt 6.18. Zaloimy, Ze a jest dowolng, ustalong liczbg rzeczywistq ujemna.
Wowczas mamy:

1. Nierowno$é |cos| > a jest rownowazna zapisowsi: cos € R.

2. Nierdwnosé |cod| = a jest réwnowazna zapisowi: coé € R.
3. Nieréwnosé |cod| < a jest sprzeczna.
4. Nieréwno$é |cod| < a jest sprzeczna.
Fakt 6.19. Zalozmy, ze a = 0. Wowczas mamy:
1. Nieréwno$é |cos| > a jest réwnowazna zapisowi: co$ # 0.
2. Nieréwno$é |cod| > a jest réwnowazna zapisowi: cos € R.
3. Nieréwnosé |cod| < a jest sprzeczna.
4. Nieréwno$é |cod| < a jest réwnowazna zapisowi: cos = 0.

Problem 6.20. Podaj interpretacje geometryczna kazdego z przypadkéw powz-
szych faktéw.

Korzystajac z podanych faktéw, pokazemy teraz jak rozwigzaé proste nie-
réwnosci z wartos$cia bezwzgledna.
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Przyklad 6.21. Rozwazmy nieréwnos$¢: |4z — 3| > 1, Jest ona réwnowazna
warunkom:
dr -3 < —-1V4r -3 > 1.

Stad mamy:

1

Czyli rozwigzaniem nieréwnosci jest: « € (—o0, 1) U (1, 00).

Przyklad 6.22. Rozwazmy nieréwnosé: |3 — x| < 2. Korzystajac z podanych
wcezesniej wlasnoéci, wiemy ze podana nieréwnosé jest rownowazna nieréwnosci
|z —3| < 2. Taka nieréwnoéé¢ natomiast jest réwnowazna dwém warunkom, ktére
w skrocie zapisujemy:

-2<z—-3<2

Aby otrzymaé rozwiagzanie wystarczy dodaé¢ do wszystkich stron nieréwnosci
liczbe 3, co daje nam zapis: 1 < z < 5. Stad mamy odpowiedZ: x € (1,5),

6.4 Przeksztalcenia wykreséw funkcji z uzyciem wartosci
bezwzglednej.

Przypusémy, ze dana jest funkcja f(z) oraz wiemy jak wyglada jej wykres. Za-
stanéwmy sie jak bedzie wygladaé wykres funkcj g danej wzorem g(x) = | f(x)|.
Ot67 jedli dla pewnej wartoéci argumentu & wartosé funkcji f jest nieujemna
(dodatnia lub réwna zero), to nalozenie wartosci bezwzglednej niczego nie zmie-
ni. Nastomiast jesli dla pewnej wartosci x wartosci f(z) jest ujemna, to woéwezas
warto$¢ g(z) bedzie liczba przeciwnag do f(x).

Fakt 6.23 (o wykresie funkcji z nalozona wartoscia bezgledna ,na funkeje”).
Aby uzyskaé wykres funkcji y = |f(z)| z wykresu funkcji f(x) postepujemy w
nastepujgcy sposob:

o Punkty ktore lezg nad osig OX (lub na niej) pozostawiamy niezmienione.

o Punkty ktore lezg pod osig OX odbijamy symetrycznie wzgledem tej osi -
czyli mowigce potocznie odbijamy je do gory.

Cwiczenie: Narysuj wykresy funkeji f(x) = 22 —42+3. Nastepnie korzystajac
7z powyzszego faktu narysuj wykres funkcji: g(x) = |22 — 4z + 3.

Zastanéwmy sie teraz jak, majac dany wykres funkeji f(x) narysowaé wykres
funkcji g danej wzorem g(z) = f(|z|). JeSli argument z jest nieujemny (tzn.
x 2 0) to oczywiscie g(x) = f(x) czyli wykres (dla z > 0 czyli po prawej stronie
osi OY) pozostawiamy niezmieniony. Ponadto wiemy napewno, ze funkcja g(x)
jest funkcja parzysta (bo dla kazdego = z dziedziny mamy: g(—z) = f(] — z|) =
f(z) = g(z)). Zatem lewa strone wykresu (wzgledem osi OY') stanowi lustrzane
odbicie strony prawe;j.

Fakt 6.24 (o wykresie funkcji z nalozona wartoscia bezwzgledna ,na argu-
ment”). Aby wzyskaé wykres funkcji y = f(|z|) nalezy wyrzucié lewq strone
wykresu y = f(x). Prawq strone wykresu pozostawiamy bez zmian i odbijamy
symetrycznie, tak aby otrzymac wykres funkcji parzyste;.
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Cwiczenie: Narysuj wykresy funkcji f (z) = 3z — 1. Nastepnie korzystajac z
powyzszego faktu narysuj wykres funkeji: g(z) = f(Jz|) = 3|z| — 1.

Cwiczenie: Narysuj wykresy funkeji f () = 22 —4x+3. Nastepnie korzystajac
7z powyzszego faktu narysuj wykres funkcji: g(x) = f(|z]) = |z|? — 4|z| + 3.

Uwaga 6.25. Ze wzgledu na to, ze |x|? = 2%, zapisy h(z) = 2? — 6|z| + 8
oraz h(z) = |x|?> — 6|x| + 8 sa réwnowazne. Bez wzgledu na stosowany zapis,
postepujemy zgodnie z tym co podano w powyzszym fakcie.

Uwaga 6.26. Poniewaz wiemy, ze Va2 = |z|, zatem funkcja g dana wzorem:

N o e
Przyklad 6.27. Zastanéwmy si¢ jak narybowac' wykres funkeji f(x) = — 422 + 4.
Przeksztiémy wyrazenie podpierwiastkiem: z# — 422 +4 = (22 —2)2. Wldac wiec,

ze Vot — 422 +4 = /(22 — 2)? = |22 — 2|. Wystarczy wiec naszkicowaé wykres
funkcji y = 22 — 2 i zastosowaé¢ odpowiedni z faktéw podanych wyzej.

6.5 Zadania

Zadanie 6.1. Rozwiaz réwnanie:
a) |3z + 2% =2,

b) |2z — 4| =5,

c) 422 +5x -7 = —

) |2 —5z| =0.

Zadanie 6.2. W zaleznosci od parametru m podaj liczbe rozwiazan rownania:
a) |20 — 4| =

b) |#? — 5z + 4] =

c) 22 —5lz| +4=m,

d) 3|z —2=m+1,
e) (%) 2[z% + 3z —4|+m =3,

Zadanie 6.3. Rozwiaz podane nieréwnosci:

a) |3z 46| <

b) 2|z| < 2,
c) |z —1<0,

¢) 2la| +2 > |al,
f

|| — 2> 2|x],

)
)
)
d) |z — 4 > 6,
)
)
)

g) 422 — 4z + 3| < 2,



6.5 Zadania 35

h) |22 + 62 — 1| > 15,
i) (r—2)2<1.

Zadanie 6.4. Wierzcholkiem paraboli y = x? 4 bz + ¢ jest punkt P. Podaj
liczbe rozwiazan réwnania |22 + bx + | = 3, jedli:

a) P=(1,-1),
b) P=(1,-3),
) P=(1,3),
d) P = (1,6).

Odpowiedz znajdz postugujac sie interpretacja gemometryczna!

Zadanie 6.5. Narysuj wykres funkcji:

\_/v\(_)/v\_/
= = = = =
8
~— N~ N~ N~
o
8 8
(] W
I I
=~ =~
8 &M
o+

>~
~ =
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7 Wielomiany

7.1 Podstawowe pojecia

Definicja 7.1. Wielomianem stopnia n (n € N) bedziemy nazywa¢ kazda funk-
cje W: R — R dana wzorem:

W(z) = anz”™ + an—12" "' + ... + a1z + aq,

gdzie a,, # 0 oraz an,an_1,...,a1,a9 € R. Liczby ay,a,_1,...,a1,a9 zwyklo
nazywac sie¢ wspotczynnikami. Liczba ag czesto nazywana jest réwniez wyrazem
wolnym.

Przyklad 7.2. Funkcja W(x) = 327 + 42 — 2 jest wielomianem stopnia 7.

Przyklad 7.3. Funkcja W(x) = (m — 3)a® + 425 — 3z + 14 jest wielomianem,
ale stopien tego wielomianu zalezy od wartosci parametru m: dla m # 3 stopien
W (z) wynosi 6 natomiast dla m = 3 stopien W (x) wynosi 5.

Uwaga 7.4 (funkcja liniowa i kwadratowa jako wielomiany). Funkcje liniowa i
kwadratowa sa wielomianami. Funkcja kwadratowa jest wielomianem stopnia 2,
funkcja liniowa postaci f(z) = ax + b, gdzie a # 0 jest oczywiscie wielomianem
stopnia 1, je$li « = 0 oraz b # 0 to jest to wielomian stopnia 0. Dodatkowo
przyjmuje sig, ze funkcja f(z) = 0 tez jest wielomianem, a jego stopien wynosi
—00.

7.2 Wykresy i wlasno$ci wielomianow

Wykresem wielomianu jest krzywa, ktora przypomina nieskoniczenie diugi drut,
ktéry dla prostoty, bedziemy w tej ksiazce okresla¢ jako ,wezyk”. Warto wie-
dzieé, ze dla kazdego wielomianu zachodzi kilka faktéw odno$nie jego wykresu i
wlasnosci:

e ilos¢ miejsc zerowych wielomianu nie przekracza jego stopnia,
e ilosé ekstreméw lokalnych wielomianu jest mniejsza od jego stopnia.
Co wiecej wiemy, ze:

a) jesli stopienn wielomianu n jest parzysty, to:

e oba ramiona ,wezyka” sa skierowane w ta samg strone (gdy a, > 0 to
w gore, a gdy a, < 0 to w dbl),

e moze w ogodle nie by¢ miejsc zerowych,

e jest nieparzysta ilos¢ ekstreméw, tzn. jedno, trzy, ... lub n — 1.

b) jesli stopien wielomianu n jest nieparzysty, to:

e jedno ramie ,wezyka” jest skierowane w gore, a drugie w dét (kierunek
prawego ramienia wyznaczamy z wspélczynnika ay,),

e musi by¢ przynajmniej jedno miejsce zerowe,

e jest parzysta ilosé eksterméw lokalnych (tyle samo maksiméw co mini-
moéw), tzn: zero, dwa, ..., lub n — 1.



7.3 Twierdzenia dotyczace wielomianéw 37

Fakt 7.5. Wielomian jest funkcjq parzystq wtedy i tylko wtedy, gdy ,skiada
sie” wylgeznie z poteg parzystych (np. W (z) = ax® +bx* + cx?® +d). Wielomian
jest funkcjqg nieparzystq wtedy i tylko wtedy, gdy ,skiada sie” wylgcznie z poteg
nieparzystch (np. Q(x) = azx” + bx® + cx).

Uwaga 7.6. Wyraz wolny wielomianu to oczywiscie potega zerowa, czyli pa-
rzysta.

Whiosek: Jesli we wzorze wielomianu wystepuja zaréwno potegi parzyste jak i
nie parzyste, to nie jest on okreslony wzgledem parzystosci (nie jest, ani parzysty,
ani nieparzysty).

7.2.1 Wielomian trzeciego stopnia

Podczas rozwiazywania réznych zadan czesto mamy doczynienia z wielomianem
stopnia 3. Ze wzgledu na jego szczegdlny charakter, ponizej zebrano rézne je-
go wlasnosci. Nalezy jednak zaznaczy¢, ze zazwyczaj odnosza sie one tylko do
wielomianéw stopnia trzy.

Wtlasnosci wielomianu trzeciego stopnia. Wielomian trzeciego stopnia
ma nastepujace wlasnodi:

1. Wielomian stopnia 3 moze mie¢ jedynie jedno, dwa lub trzy miejsca zero-
we.

2. Wielomian stopnia 3 albo ma dwa eksterema (jedno minimum i jedno
maksimum) albo nie ma ich wcale (i wtedy jest funkcja monotoniczna).
Zauwazmy, ze jesli wielomian ma postaé¢ W (z) = az® + baz? + cx + d oraz
a # 0, to pochodna tego wielomianu ma postaé: W’(x) = 3ax? + 2bx + c.
Mozemy policzyé¢ A dla pochodnej. Jesli A jest dodatnia, to pochodna
ma dwa miejsca zerowe, wiec badany wielomian ma dwa ekstrema. Jesli
jednak A < 0 to badany wielomian W jest monotoniczy (pochodna ma
staly znak) i w zaleznodci od wartosci a moze by¢ stale rosnacy lub stale
malejacy.

Problem 7.7. Zastanéw sie ile miejsc zerowych moze mie¢ dowolna funkcja (nie
koniecznie wielomian!), ktéra jest monotoniczna - to znaczy jest rosnaca, lub
malejaca, lub stala w calej swej dziedzinie.

7.3 Twierdzenia dotyczgce wielomianow

W tym podrozdziale zebrano najwazniejsze twierdzenia dotyczace wielomianéw.
Zapoznaj si¢ z tredcia tych twierdzen i sprawdz czy dokladnie rozumiesz ich
tresé. Dobre poznanie tych twierdzen jest o tyle wazne, ze wigkszos¢ zadan o
wielomianach (lub zadan w ktérych w jakiej$ postaci pojawiaja sie wielomiany)
wymaga uzy¢ niektorych z nich.

Twierdzenie 7.8 (o rozkladzie). Kazdy wielomian mozna rozlozyé na iloczyn
czynnikow stopnia nie wiekszego niz 2.

Przyktad 7.9. Rozlozymy kilka wilomianéw na czynniki.

L 2% —62° + 92t =2t(2®> — 62+ 9) =z -2 -2-2-(x—3) (v —3),
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2. 62° —at+2¥ =222 (622 —2+ 1),
3.zt + 2% +1 = (24222 +1) —2? = (22 +1)? —2? = (22 +1—-2)(2® + 1 +2).

Twierdzenie 7.10 (o dzieleniu wielomianéw). Jesli wielomian W (x) dzielimy
przez Q(x) i dostajemy wynik P(x) i reszte R(x), to:

W(z) = P(z)Q(z) + R(z).
Co wiecej stopieri R(x) jest mniejszy niz stopiers Q(x).

Twierdzenie 7.11 (twierdzenie Bezoute’a). Liczba a jest pierwiastkiem wie-
lomianu W (z) wtedy i tylko wtedy, gdy wielomian W (x) jest podzielny przez
dwumian (z — a).

Twierdzenie 7.12 (rozszerzone twierdzenie Bezoute’a). Reszta z dzielenia wie-
lomianu W (z) przez (x — a) wynosi W(a).

Twierdzenie 7.13 (o pierwiastkach wymiernych wielomianu o wsp6lczynni-
kiach calkowitych). Jedli liczba %, gdzie p,q to liczby calkowite, jest pierwiast-
kiem wielomianu apx™+a,_ 12" ' +. .. +a1x+ag, gdzie wszystkie wspdlczynniki
sq catkowite, to p jest podzielnikiem ay, natomiast q jest podzielnikiem a,,,

7.4 Wiadomosci dodatkowe
7.4.1 RO6wnosé wielomianéw

Definicja 7.14 (réwnos$é wielomianéw). Méwimy, ze dwa wielomiany sa réw-
ne, gdy sa tego samego stopnia oraz gdy maja takie same wspoélczynniki przy
wszystkich potegach.

Przyktad 7.15. Wielomiany W (x) = 2% + 322 — 7 jest réwny wielomianowi
V(x) = ka® 4+ 2* 4+ ax® — 7 wtedy i tylko wtedy, gdy k = 0 oraz a = 3.

Fakt 7.16 (o réwnosci wielomianéw). Jesli dwa wielomiany stopnia conajwyzej
n majq takie same wartosci dla n + 1 argumentow, to sq réowne.

Przyklad 7.17. Zal6zmy, ze wielomiany: W(x) = a(z—2)(x—3)+b(z—1)(x —
3) +c(z —1)(z — 2) oraz G(x) = 5z? — 192 = 18 sa réwne. Zastandéwmy sie jakie
w takim razie musza by¢ wartosci parametréw a, b, c.

Po pierwsze zauwazmy, ze wielomian G jest stopnia 2, natomiast wielomian
W jest stopnia co najwyzej 2. W takim razie, korzystajac z poprzedniego faktu,
wystarczy sprawdzi¢ czy wielomiany przyjmuja takie same wartosci dla przynaj-
mniej trzech réznych argumentéw. Oczywidcie argumenty te moga byé¢ dowolne,
jednak my wybierzemy takie, aby latwo mozna bylo wyliczyé¢ wartosci W(x)
oraz G(x). Wezmy wiec: x1 = 1, 9 = 2, 29 = 3 (wybor jest taki, ze wzgledu na
wielomian W, w ktérym podstawienie 1, 2 lub 3 zeruje niektére skladnikil).

Skoro W i G sg réwne to oczywiscie musi by¢ spelniony uktad:

W) = G()
W(2) = G(2)
W(3) = G(3)

Znamy wzory na W(z) i G(x), wiec korzystajac z nich mozemy zapisaé
(podstawiajac odpowiednie wartosci):
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20 =4
—-b=0
2c=06

Co daje nam odpowiedz: a =2, b= 0, c = 3.

7.4.2 Wielokrotne pierwiastki wielomianu

Definicja 7.18 (k-krotny pierwiastek wielomianu). Liczbe a nazywamy k-
krotnym pierwiastkiem wielomianu W(z), gdy w jego rozkladzie wystepuje
czynnik (z — a)* i nie wystepuje czynnik (z — a)**1. Innymi stowy, jesli a jest
k-krotnym pierwiastkiem wielominau W (z), to wielomian ten dzieli si¢ przez
(x — a)*, ale nie dzieli si¢ przez (x — a)**!.

Fakt 7.19. Liczba a jest k-krotnym pierwiastkiem wielomianu W(x) wtedy i
tylko wtedy, gdy spetniony jest warunek:

W(a)=0
W'(a) =0

W=D (q) = 0
W®H (a) #0

W powyzszym zapisie przez W™ (x) oznaczmy n-tq pochodng wielomianu W ().

Przyktad 7.20. Liczba —1 jest pierwiastkiem wielomianu W (z) = 2° + 2% +
23 + 22 — 22 — 2. Sprawdzimy ile wynosi krotnoéé tego pierwiastka. Najpierw
przekonajmy sie, czy rzeczywiscie —1 jest pierwiastkiem:

W(-1)=-1+41-1+4142-2=0.

Latwo policzyé pierwsza pochodna tego wielomianu - ma ona postaé: W' (x) =
5xt 4234322 +22—2. Sprawdzmy czy —1 jest réwniez pierwiastkiem pochodnej:

Wi (z)=5-4+3-2-2=0.

Policzmy teraz druga pochodna (czyli pochodna pochodnej): W (x) = 2023 +
1222 4 6x + 2. Co daje nam:

W'(z)=-20+12—-6+2#0.

Na mocy faktu dowiedliSmy wiec, ze liczba —1 jest dwukrotnym pierwiastkiem
wielomianu W (x).

Definicja 7.21. Niech W (x) = a,2"+a, 12" ' +...+a1zx+ag. Wowczas liczbe
ap nazywamy wyrazem wolnym, natomiast liczbe rowna a, +an—1+...+a1+ag
sumg wspolczynnikdéw wielomianu W.

Fakt 7.22. Dla dowolnego wielomianu W(x) zachodzi:
1. wyraz wolny jest réwny W(0),

2. suma wspdlczynnikow jest réwna W (1),
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3. wykres wielomianu przecina 0§ OY w punkcie (0,ap).
Problem 7.23. Zastanéw sie, jak mozna udowodnié¢ powyzszy fakt.

Przyktad 7.24. Policzymy teraz wyraz wolny i sume wspolczynnikéw wielo-
mianu W(x) = (z — 4)3(2? — 16). Oczywiscie mozna by wymnozyé wszystkie
skladniki tego iloczynu (podnoszac wezesniej (z — 4) do potegi trzeciej), jednak
zajeloby to duzo czasu. My mozemy skorzysta¢ ze znanych nam juz twierdzen
i faktéw. Po pierwsze jest to wielomian stopnia 5 (czy wiesz dlaczego?). Wyraz
wolny, na mocy poprzedniego faktu, réwna sie wartosci W(0). Mamy wiec:

ap = W(0) = 4% .16 = 45 = 1024.

Suma wspolczynnikéw as + a4 + ... + a1 + ag, na mocy faktu, réwna jest
wartosci W (1), Stad mamy:

as+ag+...+a; +ag=W(1) = (=3)>- (—15) = 405.

Problem 7.25. Zastanéw sie jak, dla podanego w powyzszym przykladzie wie-
lomianu, wyliczy¢ sume wspolczynnikéw przy parzystych i nieparzystych pote-
gach (czyli odpowiedzieé¢ na pytanie ile wynosi as + az + a1 oraz a4 + as + ag).
Wskazéwka: uzyj wartosci W (1) oraz W(—1).

Fakt 7.26. Wielomian zmienia znak tylko w pierwiastkach o nieparzystej krot-
no$ci. W pierwiastkach krotnosci parzystej nasz ,wezyk” nie przecina osi OX
ale jest do niej styczny.

7.4.3 TUogdblnione wzory Viete’a

Okazuje sie, ze wzory Viete’a podane w rozdziale o funkcji kwadratowej, da sie
uogdlni¢ dla wielomianéw stopnia wyzszego niz 2. W tym podreczniku ograni-
czym sie do podania tych wzoréw jedynie dla wielomianéw stopnia trzeciego,
jednak nalezy mieé¢ §wiadomosé, ze podobne wzory mozna wyprowadzi¢ dla wie-
lomianéw stopni wyzszych.

Fakt 7.27 (wzory Viete’a dla wielomanéw stopnia trzeciego). Niech W(x) =
ax® + bx? 4 cx + d bedzie wielomianem stopnia 3, oraz niech liczby x1, T2, T3 S¢
pierwiastkami tego wielomianu. Wowczas prawdziwe sq wzory:

r1 + Tog +x3 = —g
1T + ToT3 + T3 = ¢
T1X2T3 — -4

a
oraz istnieje postad lioczynowa tego wielomianu: W(zx) = a(x — x1)(z — x2)(z —
333).

Przyklad 7.28. Wiadomo, ze wielomian dany wzorem W (z) = 2% + pz? +
gxr = 8 ma jeden pierwiastek podwéjny (przez pierwiastek podwdjny rozumiemy
pierwiastek drugiego stopnia) a drugi jest do niego liczba przeciwna. Znajdziemy
teraz odpowiednie wartosci parametréw p i ¢, dla ktérych powyzszy warunek
jest prawdziwy.

Z tresci warunku wynika, ze wielomian W ma trzy pierwiastki: a, a, —a, gdzie
a jest pewna liczba rzeczywista. Korzystajac z wzoréow Viete’a mamy, ze:
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Stad mamy:
a=-p
—a? =g
a’ =
Czyli:
a=2
p=-2
q=—4

Wobec czego wielomian mozemy zapisa¢ w postaci: W(z) = (z — 2)?(x +2).

7.5 Zadania

Zadanie 7.1. Sprawdz czy wielomian jest W (z) = 82 — 27 réwny wielomia-
nowi:

a) P(z) = (22 - 3)°,
b) P(x) = 2z(42* — 9) + 9(2z — 3).

Zadanie 7.2. Podany wielomian W rozt6z na czynniki, znajdz wszystkie jego
pierwiastki, podaj ich krotnosci i naszkicuj wykres tego wielomianu.

a) W(x) = 5x° — 20a4,
b) W(z) =% —2* — 2% + 1.

Zadanie 7.3. Wykonaj dzielenie wielomianéw W przez () i zapisz go w postaci:

W(z) = P(z) - Q(z) + R():

a) W(z) =223 —2% - 22 -3, Q(x) =z + 1,

b) W(z) = —3z* + 523 + 22 + 10z + 6, Q(z) = 2% + 2.

Zadanie 7.4. Nie wykonujac dzielenia oblicz reszte z dzielenia W(x) przez
Q(z):

a) Wr)=2*+2>+22+2+1,Q(x) =2 -2,

b) W(z) =2 -1, Q(z) = —2% + z,

c) W(z) = (z-2)°% Q) = (z — 1)(z - 2)(z — 3).

Zadanie 7.5. Dla jakich wartosci paramteréw a i b wielomian W (z) = 323 +
422 — 13z + 6 jest réwny:

a) W(x) = az®+ 2bz* — 13z + 6,
b) W(z) = (z + 3)(az? — bz +a — b).

Zadanie 7.6. Liczba —1 jest pierwiastkiem W (z) = 122° + 8z + 112 + 72% —
x — 1. Oblicz krotnoé¢ tego pierwiastka. Znajdz pozostale pierwiastki.
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Zadanie 7.7. Wyznacz p i q tak, aby liczba 1 byla dwukrotnym pierwiastkiem
réwnania: 23 — 222 4 px + ¢ = 0. Zadanie rozwiaz przynajmniej na dwa sposoby!

Zadanie 7.8. Zbadaj parzystos¢ wielomianow:
a) W(x) =22° -z,

b) W(z) =23 — 42% + 1,

c) f(z) =4zt + 322 -1,

d) f(z)=2° 323 —1.

Zadanie 7.9. Jaki warunek muszg spetnia¢ wspotczynniki wielomianu trzeciego
stopnia: W (x) = az® + bx? + cz + d, aby byl on funkcja nieparzysta? Czy moze
on by¢ funkcja parzysta?

Zadanie 7.10 (*). Wyznacz te wartosci parametru a, dla ktérych wielomian
W(z) = 2® + ax? — 4

a) jest funkcja rosnaca,
b) posiada dwa ekstrema lokalne,

c¢) (%) posiada dokladnie dwa miejsca zerowe (wskazéwka: mozesz uzy¢ wzordw
Viete’a dla wielomianéw stopnia trzeciego).

Zadanie 7.11. Rozwiaz réwnanie:
a) ot 4+ 223 —2—-2=0,
b) 32* + 523 — 22 —5x —2=0,
¢) 2t + 22 —6x+4=0,
d) 2 +22% — 822 — 192 — 6 =0,
e) 2z + 2% +3x—2=0,
f) 92* + 923 + 1122 + 92 + 2 = 0,
Zadanie 7.12. Rozwiaz nierownosé:
x—1)(z—-2)(x+3) >0,

(2?2 - 1)(z—2)? <0,

Zadanie 7.13. Rozwiaz nieréwnosc:
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) —a3 —22% + 6z < 0,

) —at + a3+ 722 >0,

¢) 2 — 22 — T2 <0,

) 223 + 2% — 8z —4 >0,
) 323 — 222 — 62 +4 <0,
f) 23 +3224+2-1<0.

Zadanie 7.14. Podaj przyktad wielomianu, ktérego jedynymi pierwiastkami sa
liczby —3,2,4 i ktorego stopnien jest réwny:
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8 Funkcja homograficzna

Definicja 8.1 (funkcja homograficzna). Funkcja homograficzng nazywamy funk-
cje postaci:
ar+b

flz) = a1 d

gdzie ¢ # 0 oraz

a b
c d‘%o'

Uwaga 8.2. Zauwazmy, ze warunek ¢ # 0 gwarantuje, ze powyzsza funkcja nie
jest funkcja liniowa, bo jesli ¢ = 0, to wtedy wzdr funkcji przyjat by postac:
f(z) = G2+ %. Drugi warunke gwarantuje natomiast, ze proste wystepujace w

az+b
cx+d

liczniku i mianowniku nie sa réwnolegle, a stad, ze wyrazenie
calne.

jest nieskra-

8.1 Wykres funkcji homograficznej

Wykresem kazdej funkcji homograficznej jest hiperbola. Sktada sig¢ ona z dwdch
roztacznych galezi ,uwiazanych” pomiedzy asymptotami. Kazda hiperbola ma
dwie osie symetrii oraz punkt symetrii.

Fakt 8.3 (o asymptotach). Funkcja homograficzna f(x) = % ma dwie asymp-
toty:
e pionowq, dang rownaniem x = —%,

e poziomgq, dang rownaniem y = 2

c-

Algorytm rysowania wykreséw funkcji homograficznych. Aby naryso-
waé przyblizony wykres funkcji f(x) = gfjrrdb nalezy:

1. wyznaczy¢ i narysowaé asymptoty tego wykresu,

2. wyznaczy¢ przynajmniej jeden punkt tego wykresu (wstawiajac za x do-
wolna liczbe, dla ktérej tatwo wyliczyé wartosé f(z), oraz wszystkie punk-
ty symetryczne do tego punktu,

3. naszkicowac asymptote przechodzaca przez otrzymane punkty, pamietajac
o asymptotach.

Przyktad 8.4. Aby naszkicowaé wykres funkcji f(z) = % nalezy:

1. narysowaé asymptoty x = 1 oraz y = 3,

2. poniewaz f(0) = 0, to zaznaczamy punkt (0,0) oraz punkty do niego
symetryczne, czyli: (—=2,2), (4,4), (2,6),

3. rysujemy kolejno kazda z gatezi pamietajac o dazeniu do asymptot.

Uwaga 8.5. Czestym problemem jest znalezienie punktu symetrycznego do da-
nego. Pomocny moze by¢ nastepujacy algorytm. Po pierwsze orientujemy zada-
ny punkt wzgledem punktu przeciecia si¢ asymptot. W powyzszym przykladzie
punkt (0,0) lezy 1 w lewo, 3 w dét od punktu przeciecia asymptot. Pierwszy
punkt otrzymamy przestawiajac same liczby, tzn biorac punkt ktory jest 3 w
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lewo i 1 w dét od punktu przeciecia asymptot. Jest to punkt (—2,2). Nastepne
dwa punkty otrzymamy przez zamiane ,w lew” na ,w prawo” (i odwrotnie) oraz
»W gore” na ,w dél” (i odwrotnie), czyli dokladnie: 1 w prawo, 3 w gére (punkt
(2,6)) oraz 3 w prawo i 1 w goére (punkt (4,4)).

8.2 Hiperbole podstawowe

Aby uzyskaé¢ dokladniejszy wykres funkcji homograicznej, trzeba nauczyé sie
najpierw rysowaé wykresy typu y = %, gdzie B # 0.

Asymptotami tych wykreséw sg osie ukltadu wspétrzednych, osiami symetrii
proste: y = x oraz y = —x, a $rodkiem symetrii jest punkt (0,0). Kazda z tych
funkcji jest nieparzysta.

Przyktlad 8.6. Narysujmy wykres funkcji y = % Wstawiamy za x liczby latwe
do obliczen i dostajemy na przyklad nastepujace punkty wykresu: (1, 1), (2, %),
(%, 2). Pozwala to naszkicowaé prawa galaz hiperboli. Korzystajac z nieparzy-
sto$ci mozemy zaznaczyé na wykresie punkty: (—1,—-1), (=2, —%), (—%, -2) i

rysujemy lewa galaz.

Przyktad 8.7. Narysujmy teraz wykres funkcji y = g. Tu wygodnie jest pod-
stawiaé za x kolejne podzielniki liczby 6, co daje nam nastepujace punkty: (1,6),
(2,3), (3,2), (6,1). Dalej postepujemy tak jak w poprzednim przykladzie.

Przyklad 8.8. Teraz narysujmy wykres y = —%. Za x wstawiamy podzielniki
liczby 4: (1,-4), (2,—2), (4,—1). Dalej postepujemy tak jak w poprzednich
przykladach.

Uwaga 8.9. Zauwazmy, ze hiperbola otrzymana w ostatnim z przykladéw jest
inaczej umiejsowiona w ukladzie wspolrzednych niz dwie poprzednie. Rzeczywi-
Scie jesli B > 0 to hiperbola y = ;B, lezy w i III ¢éwiartce, natomiast gdy B < 0
to hiperbola ta lezy w II i IV ¢éwiartce uktadu wspélrzednych.

8.3 Wilasno$ci funkcji homograficznej

Fakt 8.10. Kazdg funkcje homograficzng f(x) = Z;fj:db mozna zapisac w postaci:

flay=A+ %, gdzie B #£ 0.

Uzasadnienie: Rzeczywiscie, wystarczy najpierw podzieli¢ licznik i mia-

. . 2p4 b . C s .
nownik przez ¢, co daje f(r) = <-_¢ a nastepnie, np. podzieli¢ pisemnie

o+ 2
(%2 + %) s (x4 %) Wtedy A = 4, C = —g, natomiast B jest reszta z tego
dzielenia.

Przyklad 8.11. Pokazemy praktyczne zastosowanie powyzszego faktu:

e funkcje f(z) = 2232 mozna przedstawié réwniez jako f(x) =4 + -

z—1 r—17

e funkcje f(x) = 3;:11 mozna przedstawié¢ réwniez jako f(xz) =3 + x;+217
5

o funkcje f(z) = 225 mozna przedstawi¢ rowniez jako f(z) = 3 + e

- 2
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Przedstawienie funkcji homograficznej w postaci z powyzszego faktu okazuje
sie bardzo pozyteczne, jesli chcemy wykonaé szybko i dosé doktadnie wykres
funkcji homograficznej. Mianowicie, aby narysowaé¢ wykres funkcji homograficz-
nej, majac ja w postaci f(x) = A+ %, postepujemy w nastepujacy sposob:

1. zaznaczamy asymptoty, ktore sg poastaci: x = C oraz y = A,

2. traktujac asymptoty jako ,nowy uklad wspélrzednych” rysujemy wykres
funkcji y = %7 korzystajac z metody pokazanej w poprzednim podroz-
dziale.

Uwaga 8.12. Powyzsza metoda jest poprawna, poniewaz rysowanie wykresu
y = £ w ,nowym ukladzie wspo6lrzednych” jest tozsame z przesunieciem funkcji
y = 2 o wektor 4 = [C, A].

8 |ws |

Fakt 8.13 (wlasnodci funkeji homograficznej). Jesli f(z) = A + %, gdzie
B #0, to:

1. Dziedzing funkcji f jest zbior: R\{C}, natomiast zbiorem wartosci: R\{A}.

2. Funkcja [ nie jest monotoniczna! Jest jedynie przedzialami rosngca (gdy
B < 0) lub przedzialami malejgca (gdy B > 0).

3. Jest to funkcja réznowartosciowa, a co za tym idzie ma funkcje odwrotng,
dang wzorem f~1(z) = C + -£;.

8.4 Zadania

B

Zadanie 8.1. Naszkicuj wykres funkcji bez wyliczania postaci f(z) = A+

z—C"
a) fla) =273,
b) f(z) = =5H,
c) fz) =2,

d) f(z)= 2aﬁrzag'

Dla kazdej z funkcji podaj dziedzine, zbiér wartosci i oméw monotonicznosé
kazdej z tych funkcji.

B
z—C"

Zadanie 8.2. Naszkicuj wykres funkeji, korzystajac z postaci f(x) = A+

3z+4
r+1

v = 222,

4z
2z—17

(
(
(
(z) =3
(
(

x+3?

)= "ET

3z—7
x—2 "
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Zadanie 8.3. Naszkicuj wykres funkcji.

a) f(i)']) = |$‘1_1a

b) f@) = |54

0 fl@) = g — L.

Q) f@) = | -1

o) flz) = ﬁ%].

Zadanie 8.4. Okredl liczbe rozwiazan réwnania:
4
— = 2' =m
|z

w zaleznosci od m. Narysuj wykres funkcji y = g(m), gdzie g(m) oznacza ilosé
rozwigzan powyzszego réwnania przy danym m.

Zadanie 8.5. Wykonaj polecenie z poprzedniego zadania dla réwnania:

2
—1‘+1:m.
x

Zadanie 8.6. Naszkicuj wykres funkcji:
2) fla) = 2,
b) f(@) = i

c) flx)= ﬁ—&-l.

Zadanie 8.7. Wykres funkcji f przesun o wektor u. Podaj wzér otrzymanej
funkcji. Okre$ jej dziedzine, zbiér wartosci, asymptoty i miejsca zerowe:

¢) fa) =2, i =[50]

Zadanie 8.8. Naszkicuj wykres funkcji f(x), podaj réwnanie osi symetrii wy-
kresu oraz wspolrzedne srodka symetrii:

b) f(z) = — 713

c) flz) =4 =3,

d) f(z) = 75 -1,

e) f(z) =—75 -2
£) (%) fl2) = =27 +2
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9 Funkcja wymierna

Definicja 9.1. Funkja wymierng nazywamy funkcje postaci:

F@) = oy

gdzie W(x) i P(z) s wielomianami i P(z) nie jest wielomianem zerowym.

Fakt 9.2. Dziedzing naturalng funkcji f(x) = Vg((ff)) jest zbior wszystkich liczb
rzeczywistych, dla ktorych P(x) # 0.

Uwaga 9.3. Przypomnijmy, ze dwie funkcje sa réwne, gdy maja te same dzie-
dziny i wzor jednej z nich mozemy sprowadzi¢ do wzoru drugiej.

Przyktad 9.4. Funkcja f(z) = % nie jest réwna funkcji g(z) = z, bo
ich dziedziny nie sa takie same. Mozemy natomiast napisaé, ze f = h, gdzie
h(z) = z, dla z € R\{2}.

Whiosek: Pamietaj - zanim zaczniesz upraszczaé (lub przeksztalcaé) wzdr
jakiejkolwiek funkcji, ustal jaka jest jej dziedzinal

9.1 Roéwnania wymierne

Aby szybko i sprawnie rozwiaza¢ réwnanie wymierne (czyli takie, w ktdrej przy-
najmniej po jednej stronie réwnosci znajduje sie funkcja wymierna), mozna sko-
rzystac¢ z ponizszego algorytmu. Tak podany algorytm gwarantuje znalezienie
rozwiazania kazdego réwnania wymiernego, przy zalozeniu, ze umiemy rozwia-
zywaé rownania wielomianowe odpowiedniego stopnia.

Algorytm rozwigzywania réwnan wymiernych.

1. Wypisujemy zalozenia i w razie potrzeby rozwiazujemy je. (Moga tu po-
jawic sie nieréwnoséci, badZ wykluczenia pewnych podzbiéréw z dziedziny.
Czasem wynika to z tresci zadania, a czasem z samego réwnania.)

2. Mianowniki wystepujacych utamkéw (jesli jest ich kilka) rozkladamy na
czynniki tak aby latwo byto okreéli¢ najmniejszy wspélny mianownik.

3. Mnozymy obie storny rownania przez najmniejszy wspélny mianownik,
tak aby otrzymadé réwnanie wielomianowe.

4. Rozwiazujemy réwnanie wielomianowe.
5. Uwzgledniajaca zalozenia i warunki z punktu 1, podajemy rozwiazanie.

Przyktad 9.5. Rozwiazemy réwnanie:

6 — 3x 1 x

24+zr—-2 x-1 x+2

Bedziemy postepowaé zgodnie z podanym wyzej algorytmem:

1. Zalozenia: 2242 -2 # 0,2—1 # 0,2+2 # 0. Z warunkéw tych dostajemy:
x e R\{-2,1}.
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6 — 3x 1 T

(z—1)(z+2) z-1 z+2

3. Mnozymy obustronnie przez (z — 1)(z + 2) i dostajemy:
6—-3x=x+2—x(z—1).
4. Porzadkujemy réwnanie do postaci: 2 —5x+4 = 0 i rozwigzujemy. Orzty-
mujemy dwa pierwiastki rzeczywiste: x1 = 1V x5 = 4.

5. Biorac pod uwage zalozenia z punktu 1, okazuje si¢ ze tylko x = 4 jest
rozwigzaniem danego réwnania wymiernego.

W ten sposéb otrzymaliSmy odpowiedz: = = 4.

9.2 Nieréwnosci wymierne.

Podobnie jak w przypadku réwnan, pokazemy prosty i skuteczny algorytm, kté-
ry pozwala rozwiazywaé nieréwnosci wymierne. Tak jak poprzednio idea algo-
rytmu opiera sie na sprowadzeniu danej nierownosci wymiernej do odpowiedniej
nieréwnosci wielomianowej.

Algorytm rozwiazywania nieréwnosci wymiernych.

1. Wypisujemy zaltozenia i rozwiazujemy je.

2. Wszystkie sktadniki przenosimy na jedna ze stron nieréwnosci i rozktada-
my mianowniki wystepujacych utamkéw na czynniki (o ile sie da), tak aby
mozna bylo okresli¢ najmniejszy (wzgledem stopnia) wspélny mianownik.

3. Sprowadzamy cale wyrazenie do wspdlnego mianownika.
4. Licznik rozkladamy na czynniki (o ile jest to mozliwe).

5. Stosujac przeksztalcenie tozsamosciowe, zastepujemy utamek wystepuja-
cy z jednej strony nieréwnosci, na wyrazenie bedace iloczynem licznika i
mianownika. Otrzymujemy w ten sposéb nieréwnosé wielomianows.

6. Rozwiazujemy nier6wnos$é¢ wielomianowa.
7. Uwzgledniamy zalozenia i podajemy odpowiedz.

Przyktad 9.6. Rozwiazemy nieréwnosé:

122 — 4 3z z?
< - )
22 —-2x—3 -3 x+1
Bedziemy postepowaé zgodnie z podanym algorytmem.
1. Zalozenia: 2> —22 —3 #0,x —3 #0, x + 1 # 0. Czyli: x € R\{-1,3}.
2. Przenosimy wszystko na lewa strone:

122 — 4 3 n x? <0
(x+1)(x—3) z—-3 =x+1
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3. Sprowadzamy wyrazenie do wspdlnego mianownika:

120 — 4 —3z(z + 1) + 2%(z — 3)
(x =3)(z+1)

<0.

4. Rozkladamy licznik na czynniki:

(x =12 —4)
Grlw—3 %

5. Mnozymy obie strony przez kwadrat mianownika, czyli innymi stowy, za-
stepujemy utamek iloczynem licznika i mianownika:

(x —1)*(x —4)(z +1)(z - 3) 0.

6. Rozwiazujemy réwnanie wielomianowe (jak wida¢ nie wymaga to zadnych
dodatkowych przeksztalcen!). Otrzymujemy odpowiedz:

x € (—oo,—1) U{1} U (3,4).
7. Uwzgledniamy zaltozenia:

€ (—o0,—1)U{1} U (3,4).

9.3 Zadania
Zadanie 9.1. Okredl dziedzine funkcji:

a) f(z) = =51

_ __z(z+1)
b) f(x) — (z—-1)(z+2)°

3_ 4.2
o) flz) = SR

Zadanie 9.2. Sprawdz czy funkcje f i g sg réwne.

a) f(z) =222 g(x) =2,

b _ 2%(z—1) -
) f(IL') - x(f_l) ) g(l’) - l‘,
2 o—
Q) [(@) = Eibe, gla) = L.
Zadanie 9.3. Pamietajac o dziedzinie, uprosé¢ wzory podanych funkc;ji.

2
a) flz) = S

b) f(z) = Z5,

FRTR p
c) flz) = S

_ _2—x T
d) f(x)  r24x—2 + r2—12—6"

_ 4 5z
e) f(z)= m2—72+12 + z2—8§+15'
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Zadanie 9.4. Rozwiaz réwnanie.

z2—1 _
r242x+1 0’

b) Gl _,

2241 _ 3 0
;

x2—-9 x—3

)
d) -3 12 L _ o,
)

r+2 2 —4 2z

:1:+5_|_5_

_1
x+4 rz—2 = x+4°

f) 22—z + :62+3:c+2 = 1.

x24x—2 r2—x—2

Zadanie 9.5. Rozwiaz nieré6wnosc.

6—x 1 2
a) r2—x > z—1 + x)

2
b) 3z +x51+1 < 1— z,

(z+3 (w2—5w+6
o) et >0

d) 1_,_% 1 > —z—7

z+1 © z2—4x—5"

1 1
e) 253 2 2aii

51
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10 Ciag arytemtyczny

10.1 Definicje

Ciag arytmetyczny jest szczegdlnym ciagiem, ktéry spelnia ponizsza (zupelnie
nie formalna) definicje.

Definicja 10.1 (ciag arytmetyczny). Ciag arytmetyczny jest to ciag, w ktérym
kazdy (poza pierwszym) wyraz powstaje poprzez dodanie stalej, ustalonej liczby
r do wyrazu poprzedniego:

+

ap —1"ay —7* o B

Ta3—> 'a4—>

Liczbe r nazywamy wtedy réznica ciagu arytemtycznego.

Uwaga 10.2. Ciag arytmetyczny moze by¢ skoniczony badz nieskoniczony. Jesli
jest to ciag nieskonczony to:

dla kazdego n € N pt1 = Qp + 7.

Jedli ciag jest skonczony i ma powiedzmy k wyrazéw, to:

dla kazdego n=1,2,3,... k-1 Apt1 = ap + 1.

10.2 WilasnoSci ciggu arytmetycznego

Fakt 10.3. Dia ciggu arytemtycznego o pierwszym wyrazie ai i rOZnicy r wzor
0gdlny ciggu ma postaé:
anp=a;+ (n—1)r

Problem 10.4. Czy potrafisz udowodnié¢ powyzszy fakt? (Wskazéwka: przepro-
wadz dowdd indukeyjny).

Ciag arytemtyczny nalezy utozsamiac¢ z funkcja liniowa. Zauwazmy bowiem,
ze z faktu podanego wyzej wynika, ze: a,, = nr + a1 — r, Jesli teraz, méwiac
obrazowo, zamienimy literke n na z a literke a na okreslenie jakie$ funkcji,
np. f to otrzymamy wzér bardzo podobny do typowego wzoru funkcji liniowe;j.
Reasumujac, cigg arytemtyczny jest funkcja dang wzorem funkcji liniowej z
dziedzing liczba naturalnych.

Fakt 10.5. Cigg jest arytmetyczny wtedy i tylko wtedy, gdy moze byé zadany
wzorem funkcji liniowey.

Uwaga 10.6. Trzy liczby a, b, c tworza ciag arytmetyczny wtedy i tylko wtedy,
gdy:
c—b=b—a

a stad b = “;C (czyli wyraz $rodkowy jest $rednig arytemtyczng wyrazéw sa-
siednich).

Uwaga 10.7. Ogdlnie, ciag (a,,) jest arytmetyczny, gdy dla kazdego n zachodzi:

an+1 — apjest stale (tzn. nie zalezy od n).
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Przykltad 10.8. Ciag dany wzorem ogélnym a,, = 4n — 3 jest ciagiem arytem-
tycznym, bo
Upt1 —anp =4(n+1)—3— (4n—3) =4.

2

Natomiast ciag a, = n° nie jest ciggiem arytmetycznym, gdyz:

An+1 — ap = (n+1)* —=n® =2n+ 1.
Fakt 10.9. Kazdy cigg arytemtyczny jest monotoniczny:
o jeslir > 0, to cigg jest rosngcy,
o jeslir =0, to cigg jest staly,

o jeslir <0, to cigg jest malejacy.

10.3 Suma ciggu arytmetycznego

Fakt 10.10. Suma k poczgtkowych wyrazéw ciggu arytemtycznego (a,) jest
réowna: n
ap + g
Sp = ———k.
¥ 2
Sens powyzszego faktu jest prosty. Suma pewnej liczby koljeny wyrazdéw
ciggu arytemtycznego réwna sie $redniej arytmetycznej pierwszego i ostatniego
z tych wyrazéw, pomnozonej przez liczbe tych wyrazéw.

Przyktad 10.11. Korzystajac z danego wzoru, policzymy nastepujaca sume:

5+ 11+ 17+ ... 4+65.

Zauwazmy ze dodawne liczby tworza ciag arytemtycznych aq,as,...,a,, w
ktérym ay = 5, r = 6, a,, = 65. Aby obliczy¢ liczbe wyrazéw tego ciagu wyko-
rzystamy wzor:

an =a1+ (n—1)r.
Zatem:
65=5+(n—1)-6
n=11

Stad, szukana suma réowna jest:

S+65 1) _ 5.

Sll =

Jak pokazuje przyklad, ciagi arytmetyczne sa czesto pomocne w zadaniach,
w ktorych tresci nie ma mowy nic o zadnym ciagu (zauwaz, ze zadanie z przykla-
du brzmialo, ,oblicz dana sume”). Dlatego, aby ulatwié¢ rozwiazywanie réznych
zadan, w ktérych pojawia sie ciag arytmetyczny, warto pamietaé o tym, co méwi
ponizsza wskazowka.

Wiskazéwka: W czasie rozwiazywania zadan dotyczacych ciagu arytmetycz-
nego, wszelkie ,dane” i ,szukane” przedstaw w postaci oznaczen: ai, 7 itp.
Ulatwia to koncentracje i kojarzenie odpowiednich wzordéw i relacji miedzy wiel-
koSciami.
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10.4 Zadania

Zadanie 10.1. Oblicz wyraz pierwszy, roznice ciggu arytmetycznego i sume 10
pierwszych wyrazow, gdy:

a) ag = 20,a10 = 4,
b) as = 20, ag = 36,
C) aq = 5,&11 = 34.

Zadanie 10.2. Dla jakich wartosci  podane liczby sa kolejnym wyrazami ciagu
arytmetycznego? Podaj te wyrazy:

a) 2x —1,2x 4+ 5,3x + 4,

b) (z+1)2%,(2z +1)%, (3z — 1)%

Zadanie 10.3. Oblicz sume wszystkich liczb dwucyfrowych ktore:
a) sa podzielne przez 3,

b) sa niepodzielne przez 5,

¢) przy dzieleniu przez 6 daja reszte 4.

Zadanie 10.4. Czwarty wyraz ciagu arytemtycznego jest réwny 6. Oblicz sume
siedmiu poczatkowych wyrazow tego ciagu.

Zadanie 10.5. Drugi wyraz ciagu arytmetycznego jest réwny 4, a czwarty wy-
nosi 16. Oblicz sume dziesieciu poczatkowych wyrazéw o numerach parzystych.

Zadanie 10.6. Ciag arytmetyczny sklada si¢ z 16 wyrazéw. Suma wyrazéow o
numerach parzystych jest rowna 256, a suma wyrazow o numerach nieparzystych
jest réwna 240. Oblicz pierwszy i ostatni wyraz tego ciagu.
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11 Ciag geometryczny

11.1 Definicje

Ciag geometryczny, podobnie jak arytmetyczny, jest szczegdlnym ciggiem, ktory
spelnia ponizsza (zupelnie nie formalna) definicje.

Definicja 11.1 (ciag geometryczny). Ciag geometryczny jest to ciag, w kto-
rym kazdy (poza plerwszym) wyraz powstaje poprzez pomonozenie przez pewna
stalej, ustalona liczbe ¢ wyrazu poprzedniego:

a1 —Tag —%a3 —Tay —9...

Liczbe ¢ nazywamy wtedy ilorazem ciggu geometrycznego.

Uwaga 11.2. Ciag geometryczny moze by¢ skonczony badz nieskonczony. Jedli
jest to ciag nieskonczony to:

dla kazdego n € N A1 = Qp * Q.

Jedli ciag jest skonczony i ma powiedzmy k wyrazow, to:

dla kazdego n=1,23,... k-1 Gpt+1 = Gp - q.

11.2 Wlasnosci ciggu geometrycznego

Fakt 11.3. Dla ciggu geometrycznego o pierwszym wyrazie ay 1t ilorazie q wzor
0golny ciggu ma postac:

an =ay-q¢"!
Problem 11.4. Czy potrafisz udowodni¢ powyzszy fakt? (Wskazéwka: przepro-
wadz dowdd indukeyjny).

Fakt 11.5. Cligg jest ciggiem geometrycznym wtedy i tylko wtedy gdy jest dany
wzorem funkcji wykladniczej.

Fakt 11.6. Ogdinie, cigg (ay) jest geometryczny, gdy dla kazdego n zachodzi:

Ap+1
an,

=q iloraz jest staly (tzn. nie zalezy od n).

Uwaga 11.7. Trzy liczby a,b,c (przy zalozeniu a # 0 Ab # 0) tworza ciag
arytmetyczny wtedy i tylko wtedy, gdy:

c
b a
A stad wynika wzor:

¥ =a-c

Fakt 11.8. Kazdy wyraz ciggu geometrycznego, oprocz pierwszego i ostatnie-
go (o ile taki istnieje) ma te wlasno$é, zZe jego kwadrat jest réwny iloczynowi
wyrazow sqgsiednich:

a = Qp_1an41.
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Fakt 11.9. JeZeli wyrazy ciggu geometrycznego sqg nieujemne, to kazdy wyraz
ciggu, oprocz pierwszego i ostatniego (o ile taki istnieje) jest Sredniq geometrycz-

ng wyrazow sgsiednich:
Un = \/An—10n41-

Przyklad 11.10. Ciag dany wzorem ogdlnym a,, = 7-10™ jest ciagiem geome-
trycznym, bo
Qnyr  7-107T
an  T7-10"

Natomiast ciag a,, = 1 4 10™ nie jest ciagiem geometrycznym gdyz:

= 10.

ang1 1+ 1071
a, 14107

nie jest state.

Fakt 11.11 (monotoniczno$é¢ ciagu geometrycznego). Jesli ¢ > 1 to cigg geo-
metryczny jest monotoniczny:

o jeslig>1Aay; >0 lubjeslil>qg>0Aa; <0, to cigg jest rosngcy,

e jeslig=1V q=0, to cigg jest staly,

e jeslil>qg>0Aay <0 lubjesli g >1Nay <0, to cigg jest malejgcy.

11.3 Suma ciggu geometrycznego

Fakt 11.12. Suma k poczgtkowych wyrazéw ciggu geometrycznego (an) jest
rowna:

Wzor jest poprawny gdy q # 1.

Uwaga 11.13. Oczywiscie gdy ¢ = 1, ciag geometryczny jest ciagiem statym i
sume k wyrazéw liczymy z wzoru S, = k - a;.

Przyktad 11.14. Korzystajac z danego wzoru, policzymy nastepujacg sume:

24+4484164 32464+ ... 4 1024 + 2048.

Zauwazmy ze dodawne liczby tworza ciag geometryczny ai,ao,...,0,, W
ktéorym ay = 2, ¢ = 2, a, = 2048. Aby obliczy¢ liczbe wyrazéw tego ciagu
wykorzystamy wzor:

an =ay-q"" L.
Zatem:
2048 =221
2048 = 2"
n=11

Stad, szukana suma réowna jest:

1-2" ) 1-2048

=27 D)

= 22047 = 4094.
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Wskazéwka: W czasie rozwigzywania zadan dotyczacych ciaggu geometrycz-
nego, wszelkie ,dane” i ,szukane” przedstaw w postaci oznaczen: ap, ¢ itp.
Utatwia to koncentracje i kojarzenie odpowiednich wzoréw i relacji miedzy wiel-
kosciami.

11.4 Zadania

Zadanie 11.1. Tréjka liczb catkowitych tworzy ciag geometryczny o ilorazie
catkowitym. Gdy najmniejsza z nich zwiekszymy o 9, to powstanie cigg arytme-
tyczny. Jakie to liczby?

Zadanie 11.2. Pilka, odbijajac sie od ziemi osiaga za kazdym razem wysoko$¢
WYynoszaca g poprzedniej. Jak wysoko wzniosla sie pitka po pierwszym uderze-
niu, jesli po czwartym odbila sie na wysoko$é 27 cm?

Zadanie 11.3. Podaj wzér ogélny ciagu geometrycznego (a,) o wyrazach:
12,4, 4.
) ® g

Zadanie 11.4. Liczby b, ¢, d tworza ciag geometryczny. Wielomian: W(x) =
23 — ba? + cx + d jest podzielny przez 2 — 1. Znajdz liczby b, ¢, d.

Zadanie 11.5. Trzy kolejne liczby tworzg ciag geometryczny. Ich suma wynosi
33. Jezeli do drugiej dodamy 7, a pozostale zostawimy bez zmiany, to otrzyma-
my trzy kolejne wyrazy ciggu arytmetycznego. Znajdz te liczby.

Zadanie 11.6. Suma trzech liczb tworzacych ciag geometryczny jest réwna 62,
a iloczyn jest réwny 1000. Wyznacz ten ciag.

Zadanie 11.7. Cztery liczby tworza ciag geometryczny. Znalezé ten ciag wie-
dzac, ze suma wyrazéw skrajnych jest réwna 36, za$ suma wyrazéw srodkowych
24.

Zadanie 11.8. Miedzy liczby 27 i % wstaw trzy takie liczby, aby z danymi
liczbami tworzyly ciag geometryczny.

Zadanie 11.9. Trzy liczby tworza ciag geometryczny. Suma tych liczb jest
rowna 93. Liczby te sa rowne odpowiednio pierwszemu, drugiemu i siddmemu
wyrazowi ciagu arytmetycznego. Znajdz te liczby.

Zadanie 11.10. Trzy liczby x, y, z, ktorych suma jest réwna 26 tworza ciag
geometryczny. Liczby x+1, y+6, z+3 tworza ciag arytmetyczny, Znajdz te liczby.

Zadanie 11.11. Miedzy liczby 2 i 12 wstaw dwie liczby tak, aby trzy pierwsze
tworzyly ciag geometryczny, a trzy ostatnie ciag arytmetyczny.

Zadanie 11.12 (x). Caztery liczby tworza ciag geometryczny. Iloczyn logaryt-
moéw dziesigtnych pierwszej i czwartej liczby wynosi 8, a iloczyn logarytméw
drugiej i trzeciej liczby wynosi 0. Znajdz te liczby.

Zadanie 11.13 (x). Suma trzech liczb tworzacych ciag geometryczny jest réwna
62. Suma logarytméw dziesietnych tych liczb jest rowna 3. Wyznacz ten ciag.

Zadanie 11.14. Wyznacz dwa ciagi: arytmetyczny ai,as,a3 i geometryczny
bl, b2, bg takie, ze:

arby = 1,asbs = 4,a3b3 = 12,a1 + as + az = 6.
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11.5 Procent prosty i skladany - elementy matematyki fi-
nansowej

7 ciagami spotykamy sie czesto w zyciu codziennym w sytuacjach zwiazanych
z lokatami bankowymi i kredytowymi. Wplacajac do banku kwote pieniedzy na
lokate dlugoterminowa, mozemy mie¢ do czynienia z tzw. procentem prostym
(stalym) lub skladanym.

Zalézmy, ze wplacamy do banku kapital k, oprocentowany na p% w stosunku
rocznym.

Zalézmy, ze odsetki nie sa dopisywane do kapitalu po uplywie kazdego roku,
tzn. co roku procent p liczony jest od kwoty kapitaltu poczatkowego. Po roku
oszczedzania, nasz kapital wynisie k(14 155). W nastepnym roku, kapitat wynie-
sie: k(14 155) + k- 155 = k(1 + 1%—'0). Ogolnie po uplywie kazdego roku do naszej
lokaty dopisywana jest stala kwota wynoszaca k - -£~. Zauwazmy, ze mamy tu

do czynienia z ciaggiem arytemtycznym o wyrazie ogl(g]l()nym kn = k(1+ {55). Taki
spos6b naliczania odesetek nazywamy procentem prostym (stalym).

Czesto jednak zdarza sig, ze co roku (lub z inna okreslona czestotliwoscia),
odsetki doliczane sa do kapitalu od ktérego liczony jest procent. Biorac to pod
uwage, nasz kapital po uptywie roku réwny jest (podobnie jak poprzednio) k(1+
155)- W nastepnym roku jednak, oprocentowaniu podlega juz nowa kwota. Po
dwdch latach stan konta réwny jest k(1 + 55)% i po kazdym nastepnym roku
zostaje pomnozony przez (14 155). Zauwazamy wiec, ze mamy tu do czynienia
z clagiem geometrycznym, ktérego n-tym wyrazem jest k, = k(1 + ﬁ)". Taki
sposéb naliczania odsetek nazywany jest procentem sktadanym.

W matematyce finansowej, dopisywanie odsetek do podstawy kapitalu od
ktorego naliczane jest dalsze oprocentowanie nazya sie kapitalizacja odsetek.
W przypadku lokat, gdzie wystepuje opisana wyzej sytuacja z procentem skta-
danym, odsetki sa kapitalizowane z okreSlong czestotliwoscia (na przyklad co
roku). W przypadku procentu prostego, kapitalizacja odsetek nastepuje tylko
raz, w momencie zakonczenia oszczedznia.

W zacigganych kredytach jest podobna sytuacja, z ta réznica, ze naliczane

sa, odsetki za zwloke.

Problem 11.15. Zastanéw sie, ktory ze sposobdéw naliczania odsetek jest bar-
dziej optlacalny dla klienta banku, w przypadku lokat oszczedno$ciowych oraz
kredytéw.

Problem 11.16 (x). Podane wzory na procent sktadany sa poprawne w przypad-
ku rocznej kapitalizacji odsetek. Zastanéw sie, jak nalezy je zmodyfikowaé, aby
byly poprawne dla dowolnej czestotliwosci kapitalizacji odsetek wynoszacej m
miesiecy. Pamietaj, ze oprocentowanie p podaje sie zazwyczaj w skali roku.

Uwaga 11.17. Wigkszo$¢ lokat bankowych stosuje procent sktadany do nali-
czania odsetek. Jedli wiec w zadaniu nie sprecyzowano jak naliczane sg odsetki,
nalezy przyjaé¢ ze chodzi o procent skladany.

11.6 Zadania

Zadanie 11.15. Na lokate terminowa (18-miesieczna) wplacono 5000 zt. Po 18
miesiacach, bank wyplacil 5495,52 zt. Tle (w skali roku) wynosito oprocentowanie
lokaty, jesli bank kapitalizowal odsetki co p6t roku?
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