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Rozdziat 1

Funkcja liniowa

1.1 Pojecia podstawowe.

Definicja 1.1 (funkcja liniowa). Niech a i b beda dowolnymi liczbami rze-
czywistymi. Funkcje f: R — R dang wzorem: f(z) = ax + b nazywamy
liniows.

Uwaga 1.2. W definicji funkcji liniowej wazne jest to, ze dziedzing tej funkcji
jest caty zbidr liczb rzeczywistych (zwrdé uwage na zapis f: R — R, czy wiesz
co on oznacza?). Na przyktad funkcja dana wzorem: f(z) = %, choé
daje sie sprowadzi¢ do wzoru funkeji liniowej f(z) = z + 2, to jednak nie
jest funkcja liniowa gdyz jej dziedzing jest Dy = R\{1}. Z drugiej strony,
jesli podany jest jedynie wzoér funkcji, to przyjmujemy, ze jej dziedzing jest
tzw. dziedzina naturalna, czyli zbior tych wszystkich liczb rzeczywistych, dla
ktorych ten wzér ma sens.

1.2 Wykres funkcji liniowej.

Wykresem funkcji liniowej f(x) = az + b jest linia prosta o réwnaniu y =
ar + b. Aby narysowaé wykres funkcji f(z) = ax + b wystarczy znalezé
conajmniej dwa dowolne punkty tego wykresu.

Przyktad 1.3. Niech dana bedzie funkcji liniowa f(x) = 2x—3. Narysujemy
teraz jej wykres. Wybierzmy dwa punkty nalezace do wykresu. Dla = = 0,
mamy f(0) = —3, stad pierwszym punktem jest (0, —3), natomiast dla z = 1,
otrzymujemy f(1) = —1, czyli drugim punktem bedzie (1, —1). Oba punkty
zaznaczamy w uktadzie wspotrzednych i prowadzimy prosta ktora przez te
punkty przechodzi. W ten sposéb otrzymamy wykres funkcji liniowej f(x) =
22 — 3.
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Innym sposobem rysowania wykresu zadanej funkcji liniowej jest tzw.
,szybki wykres” stosowany szczegdlnie wtedy, gdy parametry a i b sg catko-
wite. Wystarczy zdaé sobie sprawe, ze parametr b okresla, w ktérym miejscu
wykres przecina o§ OY (bo f(0) = b), natomiast parametr ¢ méwi nam o ile
wzrasta (lub maleje) wartosé funkcji, gdy argument x zwiekszamy o 1.

Przyktad 1.4 (szybki wykres). Aby zatem narysowaé wykres funkcji f(z) =
2x — 4 zaznaczamy na osi OY punkt —4 (bo b = —4). Od narysowanego
punktu idziemy jedna kratke w prawo i dwie kratki do géry (bo a = 2) i
zaznaczamy kolejny punkt. Od zaznaczonego punktu znéw poruszamy sie o
jedna kratke w prawo i dwie do gory i otrzymujemy kolejne punkty.

5 Y y=2'%-4

Y

-5

Laczac otrzymane punkty otrzymujemy prosta ktora jest wykresem naszej
funkcji f.

Przyktad 1.5 (szybki wykres). Jesli parametr a jest ujemny, to wraz ze
wzrostem argumentu z, warto$¢ funkeji bedzie malata. Zatem rysujac wykres
np. f(z) = —3x + 2 zaznaczamy na osi OY punkt 2 (bo b = 2) i poruszamy
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sie o jedna kratke w prawo i o trzy kratki w dot (bo a = —3) otrzymujac
nowy punkt. Powtarzajac procedure otrzymujemy kolejne punkty:

5 Y y=-3'%x+2

n

3

Uwaga 1.6. Zauwaz, ze uzywajac metody szybkiego wykresu otrzymujemy
doktadniejszy rysunek, gdyz dostajemy wiele punktoéw, co nie pozwala na
yrozchwianie” sie rysowanej proste;j.

Problem 1.7. Zauwazmy, ze jeSli paramter a nie jest liczba catkowita, to

szkicowanie wykresu metoda ,szybkiego wykresu“ nie jest juz takie proste.
Na przyktad jesli f(z) = ix — 2, to na osi OY zaznaczamy —2, a nastepnie

powinnismy przenie$¢ sie o jedna kratke w prawo i % kratki w gore. Jest to
dos¢ trudne do wykonania chyba, ze ... zauwazmy, iz otrzymamy ta sama
prosta poruszajac sie 4 kratki w prawo i 3 kratki do gory:

st y=075"2

1.3 Wspélczynnik kierunkowy.

Definicja 1.8 (wspotczynnik kierunkowy). Parametr a we wzorze funkcji
liniowej f(z) = ax + b nosi nazwe wspdtezynnika kierunkowego.
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Po wczesniejszych rozwazaniach dotyczacych szkicowania wykreséw funk-
cji liniowych nazwa ta nikogo nie dziwi. Rzeczywiscie, to parametr a decyduje
o tym, czy wykres opada czy wznosi sie i czy jest bardziej stromy czy raczej
niewiele odbiega od prostej poziomej. Jesli w jednym uktadzie wspotrzednych
umiescimy wykresy funkcji: fi(x) =2z + 1, fo(z) =3z + 1, fi3(x) = —x + 1,
fa(z) = —4x + 1, f5(x) = 1, to zobaczymy, ze cho¢ wszystkie przechodza
przez punkt (0,1), to jednak ,rozbiegaja sie” w réznych kierunkach.

5| Y. y =2+

y =%+
\ y =-x+1
Vs y =45+l
\ y=1
\ 8

Fakt 1.9 (monotoniczno$¢ funkeji liniowej). Kazda funkcjia liniowa jest mo-
notoniczna, a rodzaj jej monotonicznosci zalezy od jej wspotczynnika kierun-
kowego.

Fakt 1.10. Jesli wspétczynnik kierunkowy funkcji liniowej f jest rozny od
zera (tzn. a # 0) to funkcja ta jest roznowartosciowa, posiada funkcje od-
wrotng (ktora jest funkcjq liniowq), jej zbiorem wartosci jest caly zbior liczb
rzeczywistych i ma dokladnie jedno miejsce zerowe.

Fakt 1.11. Jesli wspétczynnik kierunkowy funkcji liniowej jest réwny zero,
tzn. f(z) = b, to funkcja ta nie jest réinowartosciowa, nie ma funkcji od-
wrotnej, jej zbior wartosci jest postaci {b}, a wykresem jest prosta pozioma
(réwnolegta do osi OX ). Jesli wiec b # 0, to funkcja nie posiada miejsc
zerowych, a jesli b =0, to funkcja ma nieskonczenie wiele miejsc zerowych.
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Whniosek. 7 podanych wyzej faktéw wynika, ze funkcja liniowa moze mieé¢
jedno miejsce zerowe (gdy a # 0), moze nie mie¢ miejsca zerowego (gdy
a = 0 oraz b # 0) lub moze mie¢ nieskonczenie wiele miejsc zerowych (gdy
a=0b=0).

Fakt 1.12 (kat nachylenia prostej). Wspélczynnik kierunkowy funkcji linio-
wej [ jest rowny tangensowr kgta nachylenia wykresu tej funkcji do osi OX
(doktadniej mowige, do prawej strony tej 0si).

2
©
S
Qo
gt
=)

Fakt 1.13 (proste réwnolegte). Dwie proste o réwnaniach y = ayx + by i
Yy = aT + by sq réwnolegle wtedy 1 tylko wtedy, gdy a; = as.

Fakt 1.14 (proste prostopadte). Dwie proste o réwnaniach y = ayx + by 1
Yy = asx + by sq prostopadtle wtedy v tylko wtedy, gdy ay * as = —1.

Wykresem kazdej funkcji liniowej jest linia prosta. Jednak nie kazda linia
prosta jest wykresem funkcji liniowej. W szczegdlnosdci wszystkie proste o
rownaniach x = ¢, gdzie ¢ € R, nie sa wykresami funkcji. Kazda z pozostatych
prostych jest wykresem jakiej$ funkcji liniowej.

Przyktad 1.15. Znajdziemy teraz wzér funkcji, ktorej wykres jest prosta
przedstawiong na rysunku:

(1.2)

(0.-1)
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Poniewaz wykresem jest linia prosta, ktéra nie jest pionowa, zatem szuka-
na funkcja jest liniowa i ma postaé f(z) = ax — 1 (skad wiadomo, ze b = —1
7). Poniewaz wykres przechodzi przez punkt (1,2), zatem f(1) = 2, czyli
a—1 =2, codaje a = 3. Ostatecznie szukana postaé¢ funkcji to f(z) = 3z—1.

1.4 Zadania

Zadanie 1.1. Ktoéra z podanych funkeji jest funkcja liniowa?

)
b) f(z) = £EPE=2)
¢) f(x) = g(L), gdzie g(z) = L,
d) f(z) = L),

Zadanie 1.3. Podaj algorytm ,szybkiego rysowania” wykreséw funkcji po-
staci f(x) = 72 + b, gdzie n, k, b sa liczbami catkowitymi.

Zadanie 1.4 (x). Dlaczego proste o réwnaniach = = ¢, gdzie ¢ € R nie sg
wykresami funkcji?

Zadanie 1.5. Znjadz wzér funkcji odwrotnej do podanej i obie funkcje na-
rysuj na jednym wykresie.

a) f(z)=3x—1,
b) f(z) = —2x + 1,

c) f(x) = %$+2,
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Zadanie 1.6. Jesli funkcja f jest dana wzorem funkcji liniowej, ale jej dzie-
dzing nie jest caty zbior liczb rzeczywistych, to co mozna powiedzie¢ o jej
wykresie?

Zadanie 1.7. Narysuj wykresy funkcji:

a) f(.T) _ (a:72)(x+1)’

z—2

b) f(l’) _ (z—2)(z+1)

41 )
c) f(z) = g(3), gdzie g(z) = ,
d) f(z)=22+1,dlaxz>0.

Zadanie 1.8. Przez ktore z ¢wiartek uktadu wspotrzednych przechodzi wy-
kres funkcji f(x) = ax + 1, gdzie a € R? Czy zalezy to od parametru a?

Zadanie 1.9. Przez ktére z ¢wiartek uktadu wspotrzednych przechodzi wy-
kres funkcji f(x) = 2z + b, gdzie b € R? Czy zalezy to od paramteru b?

Zadanie 1.10 (x). W zaleznosci od paramteréw a i b omoéw parzystosé funk-
cji f(z) = ax + 0.

Zadanie 1.11. Ile miejsc zerowych moze mie¢ funkcja liniowa? Podaj przy-
ktad na kazda z mozliwosci.

Zadanie 1.12. Uzywajac tablic matematycznych, kalkulatora albo kompu-
tera, podaj doktadna (lub przyblizona) warto$¢ kata nachylenia podanych
prostych do osi OX:

a) flz) =2z +1,
b) f(z) = —a +3,
o) fla) =z -2,

d) f(z) = -3z —2,
¢) flz) =1z 44,
£) flr) = —te+1.
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Rozdziat 2

Rownania liniowe

2.1 Podstawowe pojecia.

Definicja 2.1 (réwnanie liniowe). Réwnaniem liniowym bedziemy nazwyaé
rOwnanie postaci: ax = b, gdzie x oznacza niewiadoma, natomiast a i b to
parametry.

Rozwiaza¢ powyzsze rownanie oznacza znalezé wszystkie liczby, ktore
podstawione w miejsce x spetniaja rownoscé. Jesli nie zaznaczono tego inaczej,
przyjmujemy, ze x moze by¢ dowolng liczbg rzeczywista.

Przeanalizuj ponizsze przyktady i sprawdz czy rozumiesz skad wziety sie
takie, a nie inne wyniki.

Przyktad 2.2. Rozwiazaniem réwnania 3x = 6 jest doktadnie jedna liczba:
2.

Przyktad 2.3. Rozwiazaniem réwnania 2x = 0 jest doktadnie jedna liczba:
0.

Przyklad 2.4. Rozwigzaniem rownania Ox = 0 jest zbiér wszystkich liczb
rzeczywistych (méwimy tez, ze pierwiastkiem tego réwnania jest dowolna
liczba rzeczywista).

Przyktad 2.5. Rozwigzaniem réwnania Ox = 3 jest zbior pusty, co oznacza,

ze zadna liczba rzeczywista nie jest pierwiastkiem tego rownania.

2.1.1 Liczba rozwigzan réwnania liniowego.

Fakt 2.6. Ogdélnie, rozwigzujgc rownanie lintowe ax = b otrzymujemy:

1. jedno rozwigzanie postaci x = —g, jesli a # 0,

15
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2. nieskonczenie wiele rozwigzan (czyli x € R), jesli a = 0 i jednoczesnie
b=0,

3. 2bidr pusty - brak rozwigzarn (x € 0), jeslia =10 ib #0.

Whniosek: Roéwnanie liniowe moze mie¢ 0, 1 lub oo rozwiazan.

2.1.2 Zadania

Zadanie 2.1. Podaj liczbe pierwiastkéw danego réwnania w zaleznosci od
wartodci wystepujacych parametrow.

Zadanie 2.2. Rozwiaz podane réwnanie (uwzgledniajac wszystkie mozliwo-
sci dla parametréw).

2.2 Rownania liniowe z zalozeniami.

W réwnaniach linowych, o ktérych pisalismy dotychczas, zaktadano (chociaz
nie bylo to nigdzie wyraznie napisane), ze  moze by¢ dowolna liczba rze-
czywista (jest to podobnie jak w przypadku funkeji - dziedzina naturalna).
Moze sie jednak zdarzy¢, ze réwnanie bedzie miato dziedzine zadang z gory.
Ponizsza definicja jest wlasciwie rozszerzeniem poprzednie].

Definicja 2.7 (réwnanie liniowe z zatozeniami). Réwnanie postacie az =
b przy zalozeniu x € D nazywamy liniowym (z zalozeniami), a zbiér D
nazywamy dziedzing tego réwnania.
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Oczywiscie, przy poszukiwaniu rozwigzania takiego réwnania, interesuja
nas tylko takie liczby x ktore spetaniaja dane rownanie i jednoczesnie nalezg
do zbioru D.

Przyktad 2.8. Rozwiazmy réwnanie 3x = 5 przy zatozeniu x € N. Oczy-
wiscie réwnanie takie nie ma rozwiazan, otrzymujmy zbiér pusty (z € 0).
(dlaczego?)

Przyktad 2.9. Rozwazmy réwnanie 6x = 2 przy zalozeniu z € (0,00).
1

Réwnanie to ma jedno rozwigzanie z = 3.
Przyktad 2.10. Réwnanie 0z = 0 przy zatozeniu = € (0, co) ma nieskorcze-
nie wiele rozwiazan, czyli ... jego rozwiazaniem jest cata dziedzina (wszystkie

liczby z dziedziny spelniaja to réwnanie), czyli: = € (0, c0).

Najprostszym sposobem rozwigzania réwnania liniowego ax = b z zato-
zeniem x € D jest rozwiazanie ,zwyklego” réwnania liniowego, a nastepnie
obliczenie czesci wspoélnej zbioru rozwiazan oraz zbioru D.

Uwaga 2.11. Jesli w czasie pracy nad rozwigzaniem jakiego$ problemu
otrzymasz réwnanie (niekoniecznie liniowe) ZAWSZE zastanow sie, czy nie
jest ono ,obarczone” jakims zalozeniem.

Przyktad 2.12. Sprébujmy rozwiaza¢ zadanie o nastepujacej tresci: Jeden
bilet do kina kosztuje 10 zt. Za ile takich biletéw zaptacisz 37 zt? Aby rozwia-
zac to zadanie, musimy w zasadzie rozwigzaé proste réwnanie: 10z = 37, ale
przy zatozeniu x € N (dlaczego?) - i oczywiscie okazuje sie, ze rozwiazaniem
jest zbidr pusty.

z—3 __ z+1

Przyktad 2.13. Rownanie postaci: —5° = £ jest oczywiscie rOwnowazne

rébwnaiu —2z = 4, gdzie © # —2 (dlaczego?). Jest to réwnanie sprzeczne
(zbiorem rozwiazan jest zbiér pusty).

2.2.1 Zadania

Zadanie 2.3. Rozwiaz podane rownania:
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Zadanie 2.4. Na pewnym sprawdzianie z matematyki byto do rozwiaza-
nia 10 zadan. Ustalono réwniez nastepujace zasady. Za dobrze rozwigzane
zadaine uczen otrzymywal 5 punktéw, natomiast za kazde btedne rozwigza-
nie uczen tracit 3 punkty. Ile zadan zostato rozwigzanych dobrze jesli uczen
otrzymat:

a) 34 punkty,
b) 12 punktéw,
¢) 2 punkty,
d) —7 punktéw?

Zadanie 2.5 (x). Dtugopis kosztuje 3 zt. Ile kosztuje otowek, jesli za 2 dtu-
gopisy i 3 otoéwki zaptacono:

a) 9z,
b) 7 zt,
c) 7z 150 gr?



Rozdziat 3

Uktady réwnan liniowych

Definicja 3.1. Uktadem dwoch réwnan liniowych z dwiema niewiadomymi
nazywamy uktad postaci:

a1 x4+ by = ¢
asx + by = co

gdzie przynajmniej jeden z paramteréw a; i by oraz przynajmniej jeden z
parametréw as i by jest rézny od zera (to zalozenie jest potrzebne po to, aby
kazde z réwnan wyznaczato na plaszczyznie pewna prosta).

Problem 3.2. Jaki zbior punktéw na ptaszezyznie okresla réwnanie 0z 40y =
c. Czy zbior ten zalezy od wartosci parametru c?

3.1 Rozwigzywanie ukladéw réwnan liniowych.

Poniewaz kazde z rownan okresla pewna prosta na ptaszczyznie zatem roz-
wiazaniem uktadu sa pary (x,y) wyznaczajace punkty wspoélne tych prostych.
Jak wiadomo dwie proste moga mie¢ 0, 1 lub oo puntkéw wspélnych (czy po-
trafisz wykona¢ odpowiednie rysunki?). Z tego wynika, ze rozwazany uklad
réwnan moze albo by¢ sprzeczny, albo mie¢ doktadnie jedno rozwiazanie (moé-
wimy wtedy ze jest oznaczony) albo mieé¢ oo wiele rozwigzan (méwimy wtedy,
ze jest nieoznaczony).

Istnieje wiele metod rozwigzywania uktadéw rownan. Jesli uktad nie za-
wiera parametréw, to mozemy uzyc:

1. metody podstawiania,
2. metody przeciwynych wspotezynnikéw,

3. metody graficznej,

19
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4. metody wyznacznikow.

W uktadach bez parametrow, preferowane jest uzywanie jednej z dwoch
pierwszych metod. (Przypomnij sobie na czym polegaja metody 1, 2 i 3!)
Jedli natomiast uktad zawiera cho¢ jeden parametr, wydaje sie, ze metoda
wyznacznikéw jest  najbezpieczniejsza” i najefektywaniejsza.

3.1.1 Metoda wyznacznikow.

Metoda wyznacznikow jest najbardziej uniwersalng metodsg rozwigzywania
uktadéw rownan liniowych. W matematyce uzywa si¢ jej postaci ogolnej,
zwanej metodg badz wzorami Cramera. Metoda taka pozwala na rowigzy-
wania, w bardzo prosty sposéb, uktadéw wielu rownan z duza liczbg nie-
wiadomych. My w naszych rozwazaniach ograniczymy si¢ do uktadéw dwoch
rownan z dwoma niewiadomymi. Ponizej zebrano podstawowe definicje i fak-
ty, potrzebne przy korzystaniu z tej metody.

Definicja 3.3 (wyznaczniki uktadu réwnan). Dla uktadu:

ax + by =1
asT + by = o

wyznacznikiem gléwnym nazywamy liczbe W obliczong wzorem:

a; by

W= (05} bQ

= ale — CLle.

Uwaga 3.4 (interpretacja geometryczna wyznacznika). Wyznacznik gtowny
informuje nas, czy proste, ktérych rownania wystepuja w uktadzie rownan sa
rownolegte czy nie.

Aby zbadac¢ ile rozwigzan ma dany uktad rownan warto postuzy¢ sie wy-
znacznikiem. Ponizej zebrano kilka faktow wigzacych wyznacznik, wtasnie z
iloscig rozwigzan uktadu rownan.

Fakt 3.5. Jesli wyznacznik glowny uktadu W = 0, to proste wyznaczane
przez ten uktad sqg rownolegle. Jesli natomiast wyznacznik gtowny W #£ 0, to
proste te nie sqg rownolegle.

Fakt 3.6. Jesli wyznacznik gtowy uktadu W # 0, to uklad jest oznaczony -
ma doktadnie jedno rozwigzanie. I odwrotenie, jesli uktad ma doktadnie jedno
rozwigzanie, to jego wyznacznik gltowny napewno jest rozny od zera.

Fakt 3.7. Jesli wyznacznik gtowy uktad W = 0, to ukiad nie jest oznaczony
- to znaczy albo okaze sie byc sprzeczny albo ma oo wiele rozwigzan.
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Uwaga 3.8. Zauwazmy, ze gdy W = 0, to dalej nie wiemy, ile rozwiazan
posiada uktad réwnan. Sposob poradzenia sobie z ta ,przeszkoda” zilustruje
ponizszy przyktad.

Przyktad 3.9 (badanie iloéci rozwiazan uktadu réwnan z parametrem). W
zalezno$ci od parametru m zbadamy ilos¢ rozwiazan uktadu:

me+y=1
3z + 3my =3

Obliczmy wyznacznik gtéwny tego uktadu.

m 1

W_|3 3m

‘—3m2—3.

Sprawdzmy kiedy W = 0:
3m*—-3=0 gly m=1 lub m=—1.

Dla pozostatych m, zachodzi W # 0, zatem wiadomo juz, ze jesli m €
R\{—1, 1}, to uktad posiada dokladnie jedno rozwiazanie. Pozostaje spraw-
dzié¢ co sie dzieje dla m = 1 oraz dla m = —1 (w obu przypadkach proste
wyznaczane przez uktad réwnan sa rownolegte, nie wiadomo jednak czy po-
krywaja sie czy tez nie maja punktéw wspdlnych).

Jesli m = 1 to nasz uktad przyjmuje konkretng postac:

r+y=1
3r+3y=3
Wystarczy podzieli¢ drugie rownanie obustronnie przez 3 aby otrzymac:
r+y=1
r+y=1

Bez zadnych dalszych wyliczen tatwo mozemy stwierdzi¢, ze oba réwnania
opisuja tg samg prosta - czyli, w tym przypadku uktad ma nieskonczenie
wiele rozwigzan.

Jesli natomiast m = —1, to uktad nasz przybiera postac:
—r+y=1
3r—3y=3

Wystarczy teraz pierwsze z rownan pomnozy¢ przez —1 a drugie podzieli¢
przez 3 (dazymy do zréwnania wspétczynnika przy z), aby otrzymac:

r—y=-—1
r—y=1



292 ROZDZIAE 3. UKEADY ROWNAN LINIOWYCH

Wida¢ tutaj odrazu, ze otrzymane proste sa réwnoleglte, ale napewno nie
pokrywaja sie (sa ,rozsuniete”), stad uktad jest sprzeczny.

Zbierzmy wigc uzyskane wyniki. Okazalo sig, ze jesli m € R\{—1, 1}, to
uktad ma 1 rozwiazanie. Jesli m = —1, to uklad nie ma rozwiagzan, jesli
natomiast m = 1, to uktad ma oo wiele rozwiazan.

Aby poradzi¢ sobie z rozwiazaniem (a nie tylko z podaniem liczby roz-
wiazan) uktadu ktoéry posiada parametry, wprowadzimy tzw. wyznaczniki
szczegblowe.

Definicja 3.10 (wyznaczniki szczegdtowe uktadu réwnan). Wyznacznikami
szczegdtowymi niewiadomych z i y nazywac¢ bedziemy odpowiednio liczby:

c b
W, = ‘ b = c1by — caby,
Co2 02
oraz
a; C
Wy == = a1C2 — AyCq.
Q2 Co

Fakt 3.11. Jesli wyznacznik gtowny uktadu W #£ 0, to rozwigzaniem ukladu
jest para liczb:

W
=%
{ _‘ng
Yy=w

Co wiecej mozna udowodnié¢ nastepujace wlasnosci.

Fakt 3.12. Jesli W = 0 oraz W, = W, = 0, to ukiad ma nieskoniczenie wiele
roZWLQGZan.

Fakt 3.13. Jesli W = 0 oraz przynajmniej jeden z wyzncznikéw szczegoto-
wych Wy lub W, jest rézny od zera, to uktad jest sprzeczny.

3.2 Zadania

Zadanie 3.1. Uzywajac metody podstawiania rozwiaza¢ uktady réwnan:

20 -3y =7
2) {4x+2y:1

3r —y =2
b) { —b6r +2y =3
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r—2y=4
) { 20 — 4y =8
Zadanie 3.2. Uzywajac metody przeciwnych wspolezynnikow rozwiaz ukta-

dy réwnan:

r4+y="7
20+ 2y =4

—2x 4 6y = 16

3 dr —y =3
| 20 —2y=5

N {x—3y:8

Zadanie 3.3. Podany uktad zilustruj graficznie i jesli to mozliwe podaj do-
ktadne rozwiazanie.

3r—y =2
2) {4x—|—2y:8

3z +1y =10

Oméw wady metody graficzne;.

Zadanie 3.4. Przypusmy, ze by # 01 by # 0. Wtedy kazdy taki uktad dwéch
rownan liniowych mozna sprowadzi¢ do postaci:

— _ a1 ‘1
{y_ b1x+b1
— __ a2 c2
Y= bzx+bz

Postugujac sie interpretacja graficzng podaj jak ilos¢ rozwiazan zalezy od

iczh: a1 _az < <
liczb: TR B

Zadanie 3.5. W kazdym z podanych nizej przypadkéw wylicz W i jesli
W # 0, to rozwiaz dany uktad metoda wyznacznikéw, a jesli W = 0, to przez
odpowiednie pomnozenie przeksztat¢ uktad do postaci, z ktorej ,widac¢” ilosé
rozwiazn:

r+2y =11
2) {5m—3y:3

) 2x 4+ 5y =15
3r+ 8y =—1
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y:
2y =23

c) 3 —
S5x +
122 + 15y 4+25=0

20 + 5y =25

Q) { 287 + 35y +3 =10
{ —4z — 10y = —50

p [ To=ByH1=0
Az — 5y +17 =0

Zadanie 3.6. W zaleznosci od paramteru (parametréw) podaj liczbe roz-
wigzan dla:

2) r+3my=1+m
3mx+y=—-2(m—1)

2 _
b) {mw+y—1

r+y=m
r+y=a
) {mx+y:0

(a—3)r—4y=1>
d) {9x—(a+2)z:—9

o) 20+ 3y =4
dx +my = 2m

Zadanie 3.7. W zaleznosci od parametru m rozwiaz podany uktad:

2) 3r +my = —2
3r+2y =3

r+2y=4
b) (*) { 20 +my = 2m

mr+y=m
¢) () { T+ my =m?
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Zadanie 3.8. W zaleznosci od paramteru k£ podaj liczbe rozwiazan uktadu:

kr +y=k?
x+ky=1

i odpowiedz, dla jakich wartosci parametru k uktad:

1.

2.

jest niesprzeczny,

ma co najmniej jedno rozwigzanie,

. jest nieoznaczony,
. ma co najwyzej jedno rozwigzanie,
. ma conajmniej dwa rozwigzania,

. ma doktadnie siedem rozwiazan,

(x) ma rozwiazanie bedace para liczb przeciwnych.
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Rozdziat 4

Funkcja kwadratowa

4.1 Podstawowe definicje.

Definicja 4.1 (funkcja kwadratowa). Funkcja kwadratowa nazywamy do-
wolng funkcj¢ postaci: f(z) = ax? + bx + ¢, gdzie a # 0, natomiast b i ¢ sa
dowolnymi liczbami rzeczywistymi.

Uwaga 4.2. Jesli w zadaniu pojawi sie funkcja, ktora ,wyglada” jak funkcja
kwadratowa, ale wspotezynnik przy z? zawiera parametr (np. f(x) = (m +
1)z? + mz — 3) to najczeSciej musimy rozpatrzeé osobno dwa przypadki:
funkeji kwadratowej (gdy m # —1) oraz funkcji liniowej (gdy m = —1).

Wykres funkcji kwadratowej. Wykresem funkcji kwadratowej jest para-
bola. ,Sktada” sie ona z wierzchotka i dwoch ramion, ktére albo sg skierowane
do goéry (gdy a > 0) albo na dét (a < 0). Wspdlrzedne wierzchotka oblicza-
my ze wzoréw: W = (p,q), gdzie p = ;—f, q= f (A = b? — 4ac). Symbol
A zwany wyroéznikiem rozpatrywanego tréjmianu kwadratowego informuje

nas o ilosci miejsc zerowych:
e jesli A > 0, to funkcja posiada dwa miejsca zerowe,
e jesli A = 0, to funkcja posiada jedno miejsce zerowe,
e jesli A < 0, to funkcja nie posiada miejsce zerowych.

Fakt 4.3. Jeslia # 0 i A > 0, to miejsca zerowe dane $q¢ wzorami: r, =
%, Ty = %. (Jesli A = 0, to oba wzory dajg tg sama liczbe ozna-

czang przez Ty.)

Uwaga 4.4. Parametr ¢ oznacza miejsce przecigcia wykresu x osia OY (po-
niewaz oczywiscie f(0) =ax0+b*x0+c=c).

27



28 ROZDZIAL 4. FUNKCJA KWADRATOWA

4.2 Rysowanie wykresu funkcjia kwadratowej.

Jedli chcemy narysowaé wykres funkcji kwadratowej, to:

1. wyliczamy wierzchotek W (p, q) i zaznaczamy go na wykresie,
2. zaznaczamy punkt (0, ¢) - miejsce przeciecia z osia OY,

3. korzystajac z faktu, ze parabola ma o$ symetrii (jest to prosta o rowna-
niu = p) i zaznaczamy punkt symetryczny do (0, ¢) ktéry ma wspot-
rzedne (2p, ¢),

4. jesli istnieja miejsca zerowa i sg tatwe do obliczenia, zaznczamy je na
osi OX,

5. przez otrzymane punkty prowadzimy krzywsa o ksztatcie mozliwie naj-
bardziej zblizonym do paraboli (pamietajac o symetrycznosci, o niezta-
mywaniu ramion i o gltadkim wierzchotku).

Uwaga 4.5. Moze si¢ zdarzy¢, ze z krokéw 1 — 4 dostajemy zaledwie jeden
punkt (np. dla funkcji f(z) = 2% + 4). Wtedy nalezy wyliczy¢ warto$é np.
dla x = 1 (wybieramy takie parametry = dla ktorych obliczenia sa mozliwie
najprostsze) i otrzymany punkt, wraz z punktem do niego symetrycznym,
zazanczamy na rysunku.

Nalezy pamietaé, ze w zasadzie, mamy 6 ,réznych” parabol (co mozesz
powiedzie¢ o wielko$ciach A oraz a dla kazdego z przypadkéw?):

tu bedzie rysunek (przypadki ze wzgledu na znak a oraz A)

Dlatego po przeczytaniu dowolnego zadania z funkcjg kwadratowa, nalezy
zastanowic sie, ktore z tych szesciu parabol spetniajg zatozenia tego zadania,
a nastepnie opisa¢ je w terminach A oraz a.
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4.3 Wzory Viete’a.

Poznamy dwa wzory ktére utatwiaja bardzo wiele obliczen. Zapamietanie ich
i czeste stosowanie, pozwala rozwigza¢ wiele zadan, ktore bez tych wzorow
mogtby by¢ dos¢ skomplikowane.

Fakt 4.6 (wzory Viete'a). Jeslia #0 i A > 0, to:

—b
{.CEl—i-iIZ'Q:a

T1To = g
Uwaga 4.7. Wzory Viete’a pozwalajg powiedzie¢ co$ o x1 i x5 bez potrzeby
wyliczania tych liczb.

Przyklad 4.8 (zastosowanie wzoréw Viete’a). Niech f(r) = 2 — 8z + 6.
Wyrédznik tego trojmianu A wynosi 40, co oznacza, ze funkcja ma dwa miejsca
zerowe x, oraz To. Lato zauwazy¢, ze oba miejsca zerowe beda liczbami nie
wymiernymi. Jednak wiele rzeczy o tych pierwiastkach mozna powiedziec,
nie znajac ich doktadnej wartoéci. Zapiszmy wzory Viete’a dla tej funkcji:

ZE1+J]2:8
$1£B2:6

Odrazu widaé stad, ze obie liczby z; i 23 sa dodatnie (dlaczego?). Bez wyli-
czania wartosci tych pierwiastkéw mozna réwniez powiedzieé¢ (policzy¢), ze:

a) suma kwadratow x; i o wynosi: 22+ 3 = (21 +x9)? — 27129 = 82 —2%6 =
64 — 12 = 52,

b) suma odwrotnosci x; i x5 wynosi: 9711 + é = o2to 8

x1To 6 ’

[SLIFN

¢) odleglo$¢ xq 1 xg wynosi: |z1 — 29| = \/(xl —29)% = \/x% —2mT9 + 23 =
\/(xl + 29)2 — A9 = /82 — 4 % 6 = /40,

oraz kazde inne wyrazenie symetryczne ze wzgledu na xq i xs.

4.4 Funkcja kwadratowa w réznej postaci.

Istnieje wiele postaci zapisu wzoru funkcji kwadratowej. Ponizej zebrano kilka
najczesciej uzywanych form, wraz z podanymi zaletami kazdego ze sposobow.

1. Postaé ogélna: f(x) = ax® + bx + ¢ - ,wida¢” punkt przeciecia z osia
OY, tatwo otrzymac¢ wzory Viete’a.
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2. Posta¢ kanoniczna: f(z) = a(z — p)* 4+ q - ,wida¢” wierzcholek oraz
liczbe miejsc zerowych.

3. Postaé iloczynowa: f(z) = a(x — x1)(z — x2) (istnieje tylko wtedy, gdy
A > 0, co wigcej gdy A = 0 skraca si¢ do zapisu f(z) = a(x — 1¢)?) -
y,wida¢” miejsca zerowe.

Warto zna¢ podane wyzej zapisy, tak aby mozna byto w odpowiednich za-
dania odrazu zastosowa¢ odpowiedni zapis i odczyta¢ mozliwie jak najwiecej
informacji bez wykonywania dodatkowych obliczen.

4.5 Wtlasnosci funkcji kwadratowej.

Ponizej zebrano podstawowe wtasnosci funkcji kwadratowe;j.

1. Zbiér wartosci funkcji kwadratowej. Jesli a > 0, to zbiorem war-
tosci jest przedzial (g, c0), jesli natomiast a < 0, to zbiorem wartosci
jest przedziat (—oo, q). Czy wiesz dlaczego?

2. Monotoniczno$éé. Zadna funkcja kwadratowa nie jest monotoniczna,
a jedynie przedziatami monotoniczna. Jesli a > 0, to funkcja maleje w
przedziale (—oo, p) a rosnie w przedziale (p, 00). Natomiast, jesli a < 0,
to funkcja rosnie w przedziale (—oo, p) natomiast rosnie w przedziale

(p, 00).

3. Réznowartosciowosé. Zadna funkcja kwadratowa nie jest roznowar-
tosciowa, a co za tym idzie nie posiada funkcji odwrotne;j.

4.6 Funkcja kwadratowa okresSlona na prze-
dziale domknietym.

Bardzo czesto rozwigzanie problemu sprowadza sie do rozwazenia funkcji:
f(x) = az®+bx+c przy zalozeniu, ze x € (ry,rs), gdzie 11 oraz 75 to dowolne
liczby rzeczywiste takie, ze r; < ro. Co prawda funkcja ta jest dana wzorem
funkcji kwadratowej, ale jej dziedzing nie jest caly zbidr liczb rzeczywistych
a jedynie przedzial (ri,r3). Méwimy, ze obcinamy funkcje kwadratowa do
przedziatu (ry,79). Wykresem tej funkcji nie jest cala parabola, a jedynie jej
fragment zawarty miedzy prostymi x = r; oraz x = ry (taczeni z punktami
koncowymi).
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Problem 4.9. Rozwaz funkcje f(z) = 22 obcigta do réznych przedziatéw, np:
r e (—1,2), x € (1,2), z € (0,3), x € (—2,—1). Sprébuj oméwié¢ ,typy”
otrzymanych wykreséw. Zauwazmy, ze otrzymane funkcje moga mieé¢ rézne
wtasnoéci - inne niz funkcja przed obcieciem. W pewnych sytuacjach moze-
my otrzymac funkcje monotoniczna, réoznowartosciows, ze zmniejszong, liczbg
miejsc zerowych itd. Najwazniejsza nowg wtasnoscia jest fakt, ze kazda taka
funkcja posiada warto$¢ najmniejsza oraz wartosé najmniejsza (méwimy, ze
funkcja osiaga swoje kresy).

Przykltad 4.10 (wartosé¢ najwieksza i najmniejsza). Rozwazmy ponizsze
funkcje. Wszystkie dane beda jednym wzorem f(r) = 2? — 4.

1. Niech w tym przypadku, dziedzing funkcji bedzie caty zbiér liczb rze-
czywistych. Wtedy, nasza funkcja posiada wartos¢ najmniejsza, ktora
wynosi —4 i jest osiggana dla x = 0, ale nie posiada wartosci najwiek-
szej.

2. Obetnijmy dziedzine do przedzialu z € (—1,1). Otrzymujemy nowa
(inng!) funkcje. Podobnie jak poprzednio posiada ona warto$é¢ najwiek-
sza —4 ktorg osigga dla x = 0. W odroznieniu jednak od poprzedniej, ta
funkcja posiada rowniez wartos¢ najwieksza —3, ktorg osiaga w dwoch
miejsach, dla z = £1.

3. Niech teraz, dziedzing naszej nowej funkcji bedzie inny przedziat - x €
(1,2). Taka funkcja posiada wartos¢ najmniejsza, ktéra wynosi —3 i
jest osiggana dla x = 1 oraz wartos¢ najwicksza, ktora wynosi 0 i jest

osiggana dla z = 2.

Aby lepiej zrozumieé¢ powyzszy przyktad, wykonaj odpowiednie rysunki.

4.7 Zadania

Zadanie 4.1. Dla podanych funkcji znajdz postaé¢ ogélng, kanoniczng, ilo-
czynowa, wierzchotek paraboli i miejsca zerowe:
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Zadanie 4.2. Naszkicuj wykresy funkcji z zadania 1, podaj przedziaty mo-
notonicznosci i zbiér wartosci.

Zadanie 4.3. Wyznacz warto$ci wspotezynnikéw b i ¢ funkcji f(z) = 22 +
bx + c tak, aby:

a) do wykresu tej funkcji nalezaty punkty (1,1) oraz (0, —5),

b) do wykresu tej funkcji nalezaty punkty (3,9) oraz (—1, —9),

c¢) funkcja ta miata dwa miejsca zerowe 2 1 —3,

d) funkcja ta miata doktadnie jedno miejsce zerowe 3,

e) funkcja ta osiagneta minimum réwne 5 dla z = —2,

f) jej wykres przecinat o§ OY w punkcie (0,3) i byt styczny do osi OX.
Rozwiazania zobrazuj na odpowiednim rysunku.

Zadanie 4.4. Dla jakich wartosci parametru m podana funkcja posiada do-
ktadnie jedno miejsce zerowe:

a) f(x) =ma?+ 3z +4,
b) f(z) =z% —mz + 2,
c) f(x)=(m+1)z*—2(m+ 1)z + 3m.

Zadanie 4.5. Wyznacz najwieksza i najmniejszg warto$¢ funkeji f w poda-
nym przedziale:

a) f(r)=—-22>+2z—1,2€(0,2),
b) f(x) =a2*+4x — 2, x € (—1,2),
c) flx) =2 — 2% x € (0,2).

Zadanie 4.6. Wyrdzniki podanych trojmianéw sa dodatnie (sprawdz to!).
Oblicz sume i iloczyn miejsc zerowych kazdego z trojmianéw (bez wyliczania
wartosci tych miejsc zerowych):

a) f(r) =a%—8x+12,
b) f(z)=2z* -3z —1,

c) f(x) = —32*+ 5z + 2,



4.7. ZADANIA 33

d) f(z)=32° + 4z — 3.
Jakiego znaku sa miejsca zerowe kazdego z tych trojmianow?

Zadanie 4.7. Dla jakich wartoéci parametru m funkcja f(z) = 2% + (m —
1)z + 3:

a) przyjmuje tylko wartosci dodatnie,

b) przyjmuje tylko wartosci ujemne,

c) jest funkcja parzysta.

Zadanie 4.8. Ponizsze wyrazenia przedstaw za pomocg x; + o oraz rixs:
a) @+,

1 4 1
b) 7+
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Rozdziat 5

Rownania 1 nierownoscl
kwadratowe

5.1 Rodéwnanie kwadratowe.

Definicja 5.1 (réwnanie kwadratowe). Réwnaniem kwadratowym nazywa-
my réwnanie postaci:

ar’* +bx+c=0 gdzie a # 0,b,c € R.

Przyklad 5.2. Rozwazmy réwnanie: (m — 1)z2 —2mz +m = 0 (m € R
jest parametrem). W zaleznoséci od wartoéci parametru, zachodzi jeden z
przypadkow:

e jest to rownanie liniowe dla m =1,

e jest to rownanie kwadratowe dla m # 1.

5.1.1 Liczba rozwigzan réwnania kwadratowego.

Fakt 5.3 (liczba rozwiazan rownania kwadratowego). Jesli A > 0, to réw-
nanie kwadratowe ma dwa rozwigzania: r = % lub x = %. Jesl
A =0, to rownanie kwadratowe ma jedno rozwigzanie, T = ;—é’ Jesli A <0,

to rownanie kwadratowe nie ma rozwigzan - jest sprzeczne.

Przyktad 5.4. Zastanoéwmy sie ile rozwigzan, w zaleznosci od parametru m,
ma réwnanie ma? + 4x — 1 = 0. Zauwazmy, ze jeéli m = 0, to powyzsze roéw-
nanie, nie jest rownaniem kwadratowym i redukuje sie do rownania postaci:
4dr — 1 = 0, ktore jako réwnanie liniowe, oczywiscie ma jedno rozwigzanie
(z = ). Jesli natomiast m # 0, to mamy doczynienia z réwnaniem kwadra-
towym. Mozemy wobec tego policzy¢ delte: A = 16 + 4m (nalezy pamietad,

35
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ze obliczona A istnieje tylko w przypadku gdy m # 0). Latow zatem poli-
czyC, ze jesli m > —4 (przy zatozeniu m # 0!) to A > 0, czyli réwnanie ma
wowczas dwa rozne pierwiastki. Jesli m = —4, tp A = 0, co daje réwnanie
tylko z jednym pierwiastkiem. Jedli natomiast m < —4, to A < 0, wobec
czego rownanie jest sprzeczne. Zbierzmy uzyskane wyniki:

o Jeslim € (—4,0) U (0,00), to réwnanie ma 2 rozwigzania.
o Jeslim = —4V m =0, to réwnanie ma 1 rozwiazanie.

e Jesli m € (—oo,—4), to réwnanie nie ma rozwiazan.

5.2 Nierownos¢ kwadratowa.

Definicja 5.5. Nieréwnoscig kwadratowa nazywaé bedziemy nieréwnosci po-
staci: ax® +br +c¢ <0, ax? +bxr +c> 0, ax? +bxr+c #0, ax® +bx +c > 0.
gdzie a # 0, oraz a,b,c € R.

5.2.1 Graficzne przedstawienie nier6wnosci kwadrato-
wej.

Przy rozwiazywaniu nieréwnosci kwadratowych, czesto najwygodniejszym
sposobem jest skorzystanie z metody graficznej, ktora daje szybki i doktadny
wynik. Aby rozwigzaé¢ nieréwnos$¢ kwadratowa, postepujemy w nastepujacy
sposob. Szkicujemy przyblizony wykres funkcji kwadratowej danej wzorem
z nieréwnosci, przy czym najbardziej interesuja nas w nim miejsca zerowe
funkeji (nie musimy wyliczaé wspotrzednych wierzchotka, miejsca przeciecia
z osig OY itd. - najczesciej w ogdle nie rysujemy osi OY'!). Nastepnie pa-
trzymy dla jakich wartosci x naszkicowany wykres jest "nad” osig OX, a dla
jakich "pod” osig OX. Odpowiednio dla danej nieréwnosci, wybieramy prze-
dzial ktéry jest rozwigzaniem nieréwnosci. Powyzsze rozumowanie pokazemy
na kilku przyktadach.

Przyklad 5.6. Rozwigzemy nieréwnosé¢ x? — 6z + 8 > 0. Wykresem funkcji
danej wzorem f(x) = x* — 6z + 8 jest parabola o ramionach skierowanych w
gore, posiadajaca dwa miejsca zerowe 1 = 2 oraz ro = 4. Stad otrzymujemy
szybko odpowiedZ: x € (—o0,2) U (4, 00). (Narysuj samodzielnie odpowiedni
rysunek i sprawdz czy rozumiesz, skad wziela sie odpowiedz!)

Przyklad 5.7. Pokazemy teraz, dla jakich wartosci parametru m, rozwiaza-
niem nieréwnosci: 222 +4x+m > 0, jest zbiér wszystkich liczb rzeczywistych.
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Wykresem lewej strony nieréwnosci jest parabola o ramionach skierowa-
nych w gore (dlaczego?). Aby kazda liczba rzeczywista spelniata ta nieréw-
no$¢, parabola ta powinna ”nie schodzi¢” ponizej osi OX, tzn. w calosci
musi znajdowa¢ sie nad osia OX lub ewentualnie moze si¢ z nia stykac.
Stad dostajemy warunek A < 0 (dlaczego?). Poniewaz A = 16 — 8m, zatem
m > 2. Zatem rozwigzaniem naszej nieréwnosci 222 + 4z + m > 0 bedzie
caly zbior liczb rzeczywistych, wtedy i tylko wtedy, gdy m € (2, 00). (Nary-
suj odpowiedni rysunek i zastanow sie, czy rozumiesz jak otrzymalismy taka
odpowiedz!)

Przyklad 5.8. Rozwazmy nieréwnosé (5 — k)z® —2(1 — k)z +2(1 — k) <0,
gdzie k € R jest parametrem. Zastanéwmy sie dla jakich wartosci tego para-
metru, rozwigzaniem nieréwnosci jest zbior wszystkich liczb rzeczywistych.
Pierwsze spostrzezenie jest takie, ze jedynie dla k # 5, dana nieréwnos¢
jest rzeczywiscie nieréwnoscig kwadratowa. Dla k = 5 nieré6wnos¢ sporwadza
sie do nieréwnosci liniowej 8z —8 < 0, ktérej rozwiazaniem nie jest caty zbior
liczb rzeczywistych, tylko przedzial x € (—oo,1). Stad napewno k = 5 nie
jest szukanym k. W dalszych rozwazaniach zaktadamy wiec, ze k # 5.
Skoro k # 5, to rozwazana nieréwnosé¢ jest nieréwnoscig kwadratowsq i
wykresem jej lewej strony jest parabola. Rozwigzaniem bedzie caty zbior
liczb rzeczywistych wtedy i tylko wtedy, gdy cata parabola bedzie leze¢ pod
osig OX, czyli a < 0 (ramiona musza by¢ skierowane w dét) oraz A < 0 (nie
moze by¢ miejsc zerowych). Otrzymujemy zatem nastepujace warunki:

k#5
a=5—k<0
A=4(1-k)?*-86-k)(1-k) <0

Drugi warunek daje k > 5, a trzeci: k € (—o0,1)U(9, 00). Czescia wspdlna,
wszystkich warunkow jest szukana odpowiedz, czyli: k € (9, 00).

5.3 Zadania

Zadanie 5.1. Rozwiaz rownanie:
a) (3 —8)% — (4o — 6)* + (5x — 2)(bx + 2) = 96,
b) (2x —7)? + (3z — 5)% + (42 — 9) (4 +9) = 2(64 — 29z).

Zadanie 5.2. Zbadaj liczbe pierwistkéw réwnania 22 — 6z +5 = m w zalez-
nosci od paramteru m. Zadanie rozwiaz na dwa sposoby: analitycznie oraz
graficznie. Ktéry ze sposobow jest efektywniejszy?
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Zadanie 5.3. W zaleznosci od paramteru m podaj liczbe pierwiastkéw row-
nania;:

a) 22 —m? =2mzx + 1,
b) ma? + mz +m =0,
c) (m—>5)z*>+ (5 —m)x —3m = 0.

Zadanie 5.4. Dla jakich wartosci parametru m réwnanie (m —1)z? —2mx +
m — 2 = 0 ma 2 rézne, ujemne pierwiastki rzeczywiste?

Zadanie 5.5. Rozwiaz nieréwnosci:
a) ¥2 — 8z +12 <0,

b) 22 < —4(x + 1),

c) 2z(x —10) > 4(x — 8),

d) z(x +19) < 3(18 + 5x).

Zadanie 5.6. Dla jakich wartosci paramteru m zbiorem rozwiazan nierow-
nodci jest caly zbior R?

a) 22 —mx+m+3>0,
b) (m*+5m —6)z*> —2(m — 1)z +3 > 0,
c) —x? +4mx + 13 > 0.

Zadanie 5.7. Dla jakich wartosci parametru m réwnanie ma doktadnie jeden
pierwiastek. Znajdz ten pierwiastek.

a) mz?+2(m—1)x+m—3=0,
b) 2?2+ mz+m+3=0,

¢c) (m+1)2> =2z +m—1=0.
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5.4 Przyklady typowych zastosowan funkcji

kwadratowej w zadaniach.

W tym podrozdziale zebrano kilka przyktadéw zadan, w ktorych pojawia
sie funkcja, rownanie badz nieréwnos¢ kwadratowa. Przeanalizuj ponizsze
przyktady i upewnij sie, czy wszystko jest zrozumiate.

Przyktad 5.9. Zadanie: Wyznacz warto$ci parametru m, dla ktérych row-
nanie (m + 1)a? — 4mx + 2m + 3 = 0 ma dwa rézne pierwiastki tego samego
znaku.

Rozwigzanie: Jedli m = —1, to rownanie redukuje sie do: 4z +1 = 0 i nie
spelnia warunkéw zadania (to rownanie liniowe nie moze mie¢ dwoch réznych
pierwiastkow tego samego znaku). Jesli natomiast m # —1, to réwnanie jest
kwadratowe. Wtedy ilos¢ pierwiastkow zalezy od A, a znak pierwiastkow
ustalamy ze wzoréw Viete’a. Otrzymujemy nastepujace warunki:

m # —1
A>0
<>0
Drugi warunek daje nam sume przedzialéw: m € (—oo, —1) U (3, 00). Z trze-
ciego warunku mamy: m € (—oo, —%) U (—1, 00). Odpowiedzia bedzie czesé
wspoélna otrzymanych wynikow.
Odpowiedz: Réwnanie ma dwa pierwiastki tego samego znaku, gdy m &
(—o0, —%) U (-1, —%) U (3, 00).
Przyktad 5.10. Zadanie: Wyznacz wartosci parametru m, dla ktérych war-
to$¢ bezwzgledna réznicy pierwiastkéw réwnania: 22 +ma+12 = 0 jest réwna
1.
Rozwigzanie: Jest to rownanie kwadratowe, wigc aby moéc moéwic o réz-
nicy pierwiastkow, musimy mie¢ pewnos¢ ze istniejg dwa rézne pierwiastki.
Mamy wiec:

A>0

\xl — $2| =1
7 pierwszego warunku mamy:

A =m?—48

m? —48 > 0

m € (—o0, —4v/3) U (4v/3, 00)
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Drugi warunek przeksztatcamy tak aby mozna bylo skorzystaé ze wzorow
Viete’a. Warunek |r; — 9| = 1 jest spelniony, wtedy i tylko wtedy, gdy
(r1 — x9)? =1 (czy wiesz dlaczego?). Przeksztlacimy wyrazenie (z; — xq)*:
b? c bV —dac A
2 2
T —22)" = (x1 +22)" —4r1T0 = -5 —4—-=—F— = —
(21 2) (21 + 22) 12 =y a 22 22
A stad mamy, ze:
m? — 48
1
m? = 49

m=7Vm= -7

=1

Odpowiedzig jest czes¢ wspolna wynikow z oby warunkow. W tym przypadku
ta czes¢ wspolna stanowi doktadnie to co wyszto z warunku drugiego.
Odpowiedz: Zadanie jest spelione dla m € {—7,7}.

Przyktlad 5.11. Zadanie: Wyznacz wartosci parametru m, dla ktorych réw-
nanie (m + 1)a? — 4mx + 2m + 3 = 0 ma dwa rézne pierwiastki tego samego
znaku.

Rozwigzanie: Jesli m = —1, to rownanie redukuje sie do: 4z+1 = 0 i nie
spelnia warunkéw zadania (to réwnanie liniowe nie moze mie¢ dwoch réznych
pierwiastkow tego samego znaku). Jesli natomiast m # —1, to rOwnanie jest
kwadratowe. Wtedy ilos¢ pierwiastkow zalezy od A, a znak pierwiastkow
ustalamy ze wzoréw Viete’a. Otrzymujemy nastepujace warunki:

m # —1
A>0
£>0
Drugi warunek daje nam sume przedzialéw: m € (—oo, —1) U (3, 00). Z trze-
ciego warunku mamy: m € (—oo, —%) U (—1,00). Odpowiedzig bedzie czesé
wspolna otrzymanych wynikow.
Odpowiedz: Réwnanie ma dwa pierwiastki tego samego znaku, gdy m €

(o0, =2) U (—1,—3) U (3,00).

Przyktlad 5.12. Zadanie: Wyznacz wartosci parametru m, dla ktérych licz-
ba 5 lezy pomiedzy pierwiastkami réwnania: 2 + 4ma + 3m? = 0.

Rozwigzanie: Wykresem funkcji f(z) = 2% +4ma + 3m? jest parabola o
ramionach skierowanych w gére. Jedli A > 0, to ma ona dwa miejsca zerowe.
Co wiecej b lezy pomiedzy tymi pierwiastkami, wtedy i tylko wtedy, gdy
f(5) < 0 (czy wiesz dlaczego? - sporzadz szkic wykresu funkcji i sprébuj to
wyjasnié!). Zatem:



5.4. PRZYKEADY TYPOWYCH ZASTOSOWAN FUNKCJI KWADRATOWEJ W ZADANIACH.4

A >0
25 + 20m + 3m?

Obliczenia przeprowadzamy podobnie do poprzednich przyktadow. (Ze wzgle-
du na to podobienstwo pomijamy je tutaj - doprowadz obliczenia do konca i
sprawdz odpowiedz!)

Odpowiedz: Zadanie jest spetnione dla m € (=5, —%)

Przyktad 5.13. Zadanie: Wyznacz wartosci parametru m, dla ktérych row-
nanie: 22+ 4max + 3m? = 0 ma dwa pierwiastki, ktére sg sinusem i cosinusem
tego samego kata ostrego.

Rozwigzanie: Oczywiscie muszg istnie¢ dwa rézne pierwiastki, czyli A >
0. Aby byly one sinusem i cosinusem tego samego kata, musi zachodzi¢ réw-
nos$¢ 2 + x3 = 1 (czy wiesz dlaczego musi zajé¢ ten warunek? przypomnij
sobie ,stynna” jedynke trygonometryczna!). Chcemy réwniez, aby kat byt
ostry - czyli z1, 29 > 0 (dla katéw ostry zaréwno sinus jak i cosinus, przyj-
muja wartosci nieujemne). Mamy zatem warunki:

A>0
tai=1
r1>0A29>0

Dwa ostatnie warunki sprowadzamy do wzoréw Viete’a:

b2
x%+x2:1<:>—2—2521
a a
b
—2>0
x1>0/\x2>0<:>{ §>0

Pozostaje tylko dokonczy¢ obliczenia, ktore sa bardzo podobne do tych,
ktore wykonywalismy w poprzednich przyktadach.
Odpowiedz: Zadanie jest spetnione dla m = 1/15.

Przyktad 5.14. Zadanie: Funkcja f: R — N przyporzadkowuje kazdej
liczbie m € R liczbe rozwigzan réwnania ma? + ma + 2 = 0. Naszkicuj
wykres funkcji f.

Rozwigzanie: Zauwazmy, ze dla m = 0 rownanie to nie jest kwadratowe
1 upraszcza sie do: 2 = 0. Takie réwnanie jest oczywiscie sprzeczne. Wniosek:
dla m = 0 mamy zero rozwigzan (czyli f(0) = 0).

Jesli m # 0, to rozpatrywane réwnanie jest kwadratowe i liczba rozwiazan
zalezy od A: A = m? — 8m.
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Jedli wiee m? —8m > 0 (i m # 0) to mamy 2 rozwigzania. Tak dzieje si¢
dla m € (—o00,0) U (8,00). Dla m = 8 mamy 1 rozwiazanie. Dla m € (0, 8)
roOwnanie nie ma rozwigzan.

Zatem mozemy juz podaé¢ wzér na funkcje f:

0 dlam € (0,8)
flxy=¢ 1 dlam=38
2 dlam € (—00,0) U (8,00)

Teraz wystarczy tylko narysowaé wykres funkcji f korzystajac z poda-
nego wyzej wzoru. Dokonczenie tego zadania pozostawiamy jako ¢wiczenie
czytelnikowi.

Przyklad 5.15. Zadanie: Dla jakich wartosci parametru m, suma kwadra-
téw rozwigzan réwnania réwnania: 2 — ma +m — 1 = 0 jest najmniejsza?

Rozwigzanie: SprawdZzmy najpierw kiedy w ogéle istnieja dwa pierwiast-
ki, czyli kiedy A > 0.

A=m?—4(m—1)=m?—dm+4=(m—2)*

Zatem dwa (rézne) pierwiastki istnieja gdy m # 2.
Suma kwadratow pierwiatskow saje sie zapisa¢ wzorami Viete’a, jako:

Stad:

i+ a3 =m*—2(m—1)=m*>—2m+2.

Rozwazmy zatem funkcje f(m) = m?—2m+2, gdzie m € R\{2}. Wykre-
sem tej funkcji jest parabola z wymazanym punktem nad m = 2 (nie jest to
na szczescie wierzchotek tej paraboli). Po naszkicowaniu tej paraboli, tatwo
przekonad sie, ze najmniejsza warto$¢, funkcja f osigga dla m = 1.

Odpowiedz: Dla m = 1 suma kwadratéw pierwiastkow danego rownania
jest najmniejsza. (Czy rozumiesz skad wziela sie ta odpowiedz?)

5.4.1 Zadania dodatkowe

Po przeanalizowaniu powyzszych przyktadéw, samodzielne rozwigzanie kilku
podobnych zadan nie powinno spawi¢ Ci problemu.

Zadanie 5.8. Wyznacz wartoéci parametru m, dla ktorych réwnanie (m —
1)z? 4 2mx + 3m — 2 = 0 ma dwa pierwiastki o réznych znakach.
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Zadanie 5.9. Wyznacz wartoéci parametru m, dla ktérych réwnanie: 22 —

22 + 1 = 2om + m? ma dwa rézne pierwiastki dodatnie.

Zadanie 5.10. Wyznacz wartosci parametru m, dla ktoérych iloczyn pier-
wiastkow réwnania: (m — 3)a? — (m + 2)x + 1 = 0 jest wiekszy od 2.

Zadanie 5.11. Wyznacz wartosci parametru m, dla ktérych réwnanie: 22 +
(6 —m)x+2(6—m) = 0, ma dwa rozwigzania, takie, ze suma ich kwadratéw
jest najmniejsza.

Zadanie 5.12. Wyznacz wartosci parametru m, dla ktérych pierwiastki row-
nania: 2 — 2mx + m? — 1 = 0 naleza do przedzialu (—2,4).

Zadanie 5.13. Wyznacz wartoéci parametru m, dla ktérych réwnanie: 322 +
max + % = (0 ma dwa rozwigzania, ktore sa sinusem i cosinusem tego samego
kata.

Zadanie 5.14. Funkcja f przyporzadkowuje kazdej liczbie m € R liczbe
rozwigzan réwnania:

a) 22 +mx+m =0,
b) (m + 2)x* + 6mz + 4m — 1 = 0.

Naszkicuj wykres funkcji f.
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Rozdzial 6

Wartosé bezwzgledna

Zbior liczb rzeczywistych (ktéry oznaczamy przez R) mozna przedstawié gra-
ficznie jako zbiér punktéw na osi liczbowej (tzn. na prostej ,wyposazonej” w
zwrot, punkt oznaczony jako zero i jednostke). Kazdej liczbie rzeczywistej x
odpowiada na takiej osi doktadnie jeden punkt.

Definicja 6.1 (warto$¢ bezwzgledna). Wartoscia bezwzgledna liczby x na-
zywamy odlegtos¢ punktu odpowiadajacego tej liczbie na osi liczbowej, od
punktu zero i oznaczamy przez |z|.

Przyktad 6.2. Jesli zaznaczymy na osi liczbowej liczbe 4, to tatwo zauwa-
zymy, ze jej odlegto$é od zera wynosi 4, stad |4]| = 4.

Przyktad 6.3. Jesli zaznaczymy na osi liczbowej liczbe —3, to widzimy, ze
jej odlegto$é od punktu zero wynosi 3, stad | — 3| = 3.

Przyktad 6.4. Podobnie mozemy pokazaé, ze na przyklad: |5| = 5, |-7| = 7,
|O| =0, |%| = %7 |_T3| = % itd.

Widzimy wiec, ze obliczenie wartosci bezwzglednej z liczby rzeczywistej
jest bardzo proste. Mozemy przedstawic¢ to w formie przepisu:

e jedli liczba x jest dodatnia lub jesli jest zerem, to |x| = x,
e w przeciwnym wypadku (jesli liczba x jest ujemna), tp |z| = —z.

W ten sposob otrzymalismy wzor, ktory czesto podaje sie wrecz jako definicje
wartosci bezwzgledne;j:

| = T dlaz >0
1= =2 dlaz<o.

45
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6.1 Wlasnosci wartosci bezwzglednej.

Ponizszy fakt zbiera podstawowe wtasnosci wartosci bezwzglednej.
Fakt 6.5. Dla dowolnych liczb x,y € R mamy:

1| —a|=lal

2. |x| >0,

. |-yl = lal - Jyl,

4.

_ =l
ly|’

T

Y

przy zalozeniu y # 0,
b |z —yl=ly—al.

Uwaga 6.6. Zauwazmy, ze dla sumy i roznicy na ogot nie sg spetnione wta-
snosci podobne do tych z punktu 3 i 4 powyzszego faktu. Na przyktad:

[(=3) +4[ # [ =3[ + 4],

|5 —10[ # [5] — [10].

6.2 Rownania z wartoscig bezwzgledna.

Definicja 6.7 (réwnanie podstawowe z wartoscia bezwzgledna). Réwnaniem
podstawowym z wartoscig bezwzgledng bedziemy nazywac rownanie postaci:

|co$| = a,
gdzie a jest konkretna (ustalong) liczba rzeczywista.

Przyklad 6.8. Réwnania o ktérych méwi definicja wygladaja na przyktad
tak: [z] =2, [3x — 4| =8, |22 —4x + 1| =2, |3z — 2?| = 0, |4z + 1| = -3 itp.

Prezentowane tu rownania, w ktorych wystepuje wartos¢ bezwzgledna,
sg bardzo proste. Z tego wzgledu nazywamy je podstawowymi. W toku poz-
niejszych rozwazan zajmiejmy sie rowniez przypadkami bardziej skompliko-
wanymi, gdzie na przyktad niewiadoma bedzie zaréwno wewnatrz wartosci
bezwzglednej jak i poza nia, lub takie gdzie bedzie wigcej niewiadomych.

Ponizszy fakt umozliwia rozwigzywanie rownan podstawowych z warto-
Scig bezwzgledna.

Fakt 6.9. W zalezosci od warto$ci parametru a zachodzi jeden z przypadkow.
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1. Jeslia < 0, to réwnanie |cos| = a nie ma rozwigzania.
2. Jesli a =0, to rownanie |cod| = a jest tozsame réwnaniu: cos$ = a.

3. Jesli a > 0, to réwnanie |co$| = a jest réwnowazine warunkom: cos =
aV cos= —a.

Korzystajac z powyzszego faktu, rozwigzemy podane w poprzednim przy-
ktadzie rownania podstawowe. Sprawdz czy rozumiesz skad wzigty si¢ podane
nizej wyniki.

Przyktad 6.10. Réwnanie |z| = 2 ma dwa rozwigzania: xt =2V x = —2.

Przyktad 6.11. Roziazenie réwnanie |3x — 4| = 8, sprowadza sie do rozwia-
zania dwoch réwnan liniowych: 3z — 4 = 8 oraz 3z — 4 = —8. Daje to nam
odpowiedz: t =4V x = —%.

Przyktad 6.12. Aby rozwigza¢ réwnanie: |2% — 4z + 1| = 2, musimy rozwia-
za¢ dwa rownania kwadratowe:

2 —dr+1=2Va?—dr+1=-2

22 —4dr—1=0Va?—4x+3=0.

W rezultacie otrzymujemy cztery mozliwe rozwiazania: © = 2 — VBV =
24++v5Ver=1Vax=3.

Przyktad 6.13. Réwnanie |3z — 22| = 0 sprowadza si¢ do 3z — 2% = 0, co
bardzo tatwo daje sie rozwiazac, bo jest to rownanie tozsame z: (3 —z) = 0.
Czyli mamy dwa rozwiazania x =0V z = 3.

Przyktad 6.14. Réwnanie |[4x + 1| = —3 zgodnie z podanym faktem jest
sprzeczne.

6.3 Nieréwnosci z wartoscig bezwzgledng.

Po rozwazaniach dotyczacych prostych réwnan z wartoscia bezwzgledna,
przyszedt czas na proste nieréwnosci w ktorych wystepuje wartos¢ bezwzgled-
na.

Definicja 6.15 (nieréwnosé¢ podstawowa z wartoscia bezwzgledna). Poje-
ciem nieréwnosci podstawowej z warto$cia bezwzgledna, bedziemy okresla¢
nieré6wnosci postaci: |cos| > a, |cod| > a, |co$| < a lub |co$| < a. Zakladamy,
ze a jest dowolng, ustalng liczbg rzeczywista.
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Przyktad 6.16. Rozwiazemy prosta nieréwnosé |z| > 2. Jesli przypomni-
my sobie definicje warto$ci bezwzglednej podanag w tym rozdziale, mozemy
powiedzie¢, ze dana nieréwnos¢ opisuje zbiér takich punktéw na osi liczbo-
wej, ktorych odlegtosé od zera jest wieksza od 2. Aby ,zobaczy¢” rozwigza-
nie wysraczy wykonaé prosty rysunek (wykonaj go!) i odczytaé¢ odpowiedz:
z € (—00,—2) U (2,00).

Przedstawimy ponizej fakty, ktére wtasciwie bazuja na rozumowaniu z po-
wyzszego przyktadu i umozliwiaja rozwigzanie wszystkich nierownosci pod-
stawowych.

Fakt 6.17. Zalozmy, zZe a jest dowolng, ustalong liczbg rzeczywistq dodatniq.
Wowczas mamy:

1. Nieréwno$¢ |cos| > a jest réwnowazna warunkom: cos > a lub cos <
—a.

2. Nierowno$é |cod| > a jest réwnowazna warunkom: co$ > a lub co$ <
—a.

3. Nieréwno$é |cod| < a jest réwnowazna warunkom: —a < co$ < a.
4. Nieréwnosé |cod| < a jest réwnowazina warunkom: —a < co$ < a.

Fakt 6.18. Zalozmy, Ze a jest dowolng, ustalong liczbq rzeczywistq ujemnaq.
Wowczas mamy:

1. Nierowno$é |cod| > a jest réwnowazna zapisowi: co$ € R.
2. Nierowno$c |cod| > a jest réwnowazna zapisowi: cos € R.
3. Nierowno$é |cod| < a jest sprzeczna.
4. Niercwnosé¢ |cod| < a jest sprzeczna.
Fakt 6.19. Zalozmy, ze a = 0. Wowczas mamy:
1. Nieréwno$é |cos| > a jest réwnowazna zapisowi: co$ # 0.
2. Nieréwno$é |cod| > a jest réwnowazna zapisowi: cos € R.
3. Nierowno$é |cos| < a jest sprzeczna.
4. Nierownosé |cod| < a jest réwnowazina zapisowi: cos = 0.

Problem 6.20. Podaj interpretacje geometryczng kazdego z przypadkoéw po-
wzszych faktow.
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Korzystajac z podanych faktow, pokazemy teraz jak rozwigzaé¢ proste
nierownosci z wartoscig bezwzgledna.

Przyktad 6.21. Rozwazmy nieréwnosé: |[4dx — 3| > 1, Jest ona réwnowazna
warunkom:
dr -3 < —-1Vdr -3 > 1.

Stad mamy:

1
r<-Vz>1
2
Czyli rozwigzaniem nieréwnosci jest: z € (—o0, 3) U (1, 00).
Przyktad 6.22. Rozwazmy nieréwnosé: |3— x| < 2. Korzystajac z podanych
wczesniej wlasnosci, wiemy ze podana nieré6wnosc¢ jest réwnowazna nier6wno-

Sci |z —3| < 2. Taka nieréwno$¢ natomiast jest rownowazna dwém warunkom,
ktore w skrécie zapisujemy:

—2<r—3<2

Aby otrzymacé rozwigzanie wystarczy doda¢ do wszystkich stron nieréwnosci
liczbe 3, co daje nam zapis: 1 < z < 5. Stad mamy odpowiedz: « € (1,5),

6.4 Przeksztalcenia wykresow funkcji z uzy-
ciem wartosci bezwzglednej.

Przypu$émy, ze dana jest funkcja f(x) oraz wiemy jak wyglada jej wykres.
Zastanéwmy sie jak bedzie wygladaé¢ wykres funkcj g danej wzorem g(x) =
|f(x)]. Otz jesli dla pewnej wartosci argumentu z warto$é¢ funkcji f jest
nieujemna (dodatnia lub réwna zero), to nalozenie wartosci bezwzglednej
niczego nie zmieni. Nastomiast jesli dla pewnej wartosci  wartosci f(z) jest
ujemna, to wowczas wartosé g(z) bedzie liczba przeciwna do f(z).

Fakt 6.23 (o wykresie funkcji z nalozona wartoscia bezgledna ,na funkcje”).
Aby uzyskaé wykres funkcji y = |f(x)| z wykresu funkcji f(z) postepujemy w
nastepujgcy sposob:

o Punkty ktore lezg nad osig OX (lub na niej) pozostawiamy niezmienio-
ne.

o Punkty ktore lezg pod osig OX odbijamy symetrycznie wzgledem tej osi
- czyli mowngce potocznie odbijamy je do gory.
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Cwiczenie: Narysuj wykresy funkcji f(z) = 2% — 4z 4 3. Nastepnie korzy-
stajac z powyzszego faktu narysuj wykres funkcji: g(z) = |22 — 4z + 3|.

Zastan6wmy sie teraz jak, majac dany wykres funkcji f(z) narysowaé wy-
kres funkeji g danej wzorem g(x) = f(|z|). Jedli argument z jest nieujemny
(tzn. z > 0) to oczywiscie g(z) = f(z) czyli wykres (dla x > 0 czyli po pra-
wej stronie osi OY) pozostawiamy niezmieniony. Ponadto wiemy napewno,
ze funkcja g(z) jest funkcja parzysta (bo dla kazdego x z dziedziny mamy:
g(—x) = f(|—=x|) = f(x) = g(x)). Zatem lewa strone wykresu (wzgledem osi
OY) stanowi lustrzane odbicie strony prawe;.

Fakt 6.24 (o wykresie funkcji z natozona wartoscia bezwzgledna ,na argu-
ment”). Aby uzyskaé wykres funkcji y = f(|x|) nalezy wyrzucié lewg strone
wykresu y = f(x). Prawqg strone wykresu pozostawiamy bez zmian i odbijamy
symetrycznie, tak aby otrzymacé wykres funkcji parzystej.

Cwiczenie: Narysuj wykresy funkcji f(x) = 3z — 1. Nastepnie korzystajac
z powyzszego faktu narysuj wykres funkeji: g(x) = f(|z|) = 3|x| — 1.

Cwiczenie: Narysuj wykresy funkcji f(z) = 22 — 42 + 3. Nastepnie ko-
rzystajac z powyzszego faktu narysuj wykres funkeji: g(z) = f(|z|) = |z|* —
4|z| + 3.

Uwaga 6.25. Ze wzgledu na to, ze |z|? = 22, zapisy h(z) = 2* — 6|z| + 8
oraz h(z) = |z|* — 6|z| + 8 sa réwnowazne. Bez wzgledu na stosowany zapis,
postepujemy zgodnie z tym co podano w powyzszym fakcie.

Uwaga 6.26. Poniewaz wiemy, ze v 22 = |z|, zatem funkcja g dana wzorem:
g(x) = /[f(x)]? jest réwna funkcji | f(z)].

Przyktad 6.27. Zastan6wmy sie jak narysowaé wykres funkcji f(z) = vt — 422 + 4.
Przeksztlémy wyrazenie podpierwiastkiem: x? — 42? + 4 = (22 — 2)?. Wida¢

wige, ze vVt — 4?2 + 4 = /(22 — 2)? = |2? —2|. Wystarczy wiec naszkicowaé

wykres funkcji y = 22 — 2 i zastosowaé¢ odpowiedni z faktéw podanych wyzej.

6.5 Zadania
Zadanie 6.1. Rozwiaz réwnanie:
a) |3z + 2% =2,

b) |2z — 4] =5,
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) |4a* 4+ bz — 7| = =2,
d) |2 -5z =0.

Zadanie 6.2. W zaleznosci od parametru m podaj liczbe rozwiazan réwna-
nia:

a) |2z —4| =

b) |:c2—5:z:+4|

c) 2 —=5lz| +4=m,
d) 3lz| —2=m+1,
e) (%) 2|z + 3z — 4| +m = 3,

Zadanie 6.3. Rozwiaz podane nieroéwnosci:

g) [4x?® — 4z + 3| < 2,

h) |z% + 6z — 1| > 15,

a) |3z 46| <
b) 22| < 2,

¢) 2| —1<0,
d) |z —4| > 6,
e) 2z +2 > [z],
£) |z[ =2 > 2|z],
)

)

i)

(z—22< 1L

Zadanie 6.4. Wierzchotkiem paraboli y = 22 + bx + ¢ jest punkt P. Podaj
liczbe rozwiazan réwnania |22 + bz + ¢| = 3, jedli:

a) P=(1,-1),
b) P =(1,-3),
) P=(1,3),
d) P =(1,6).

Odpowiedz znajdz postugujac sie interpretacjg gemometryczna!
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Zadanie 6.5. Narysuj wykres funkcji:



Rozdzial 7

Wielomiany

7.1 Podstawowe pojecia

Definicja 7.1. Wielomianem stopnia n (n € N) bedziemy nazywaé¢ kazda
funkcje W: R — R dang wzorem:

W (z) = anx™ + an_12™ '+ ... + a1 + ay,

gdzie a, # 0 oraz a,,a,_1,...,a1,a9 € R. Liczby a,,a,_1,...,a1,a9 zwy-
kto nazywaé si¢ wspotczynnikami. Liczba ag czesto nazywana jest rowniez
wyrazem wolnym.

Przyktad 7.2. Funkcja W (z) = 327 + 42 — 2 jest wielomianem stopnia 7.

Przyklad 7.3. Funkcja W (x) = (m —3)2°+42° — 3z + 14 jest wielomianem,
ale stopien tego wielomianu zalezy od wartosci parametru m: dla m # 3
stopien W (z) wynosi 6 natomiast dla m = 3 stopien W (z) wynosi 5.

Uwaga 7.4 (funkcja liniowa i kwadratowa jako wielomiany). Funkcje linio-
wa i kwadratowa sa wielomianami. Funkcja kwadratowa jest wielomianem
stopnia 2, funkcja liniowa postaci f(z) = ax + b, gdzie a # 0 jest oczywiscie
wielomianem stopnia 1, jesli a = 0 oraz b # 0 to jest to wielomian stopnia 0.
Dodatkowo przyjmuje sie, ze funkcja f(x) = 0 tez jest wielomianem, a jego
stopien wynosi —oo.

7.2 Wykresy i wlasnosci wielomianéw
Wykresem wielomianu jest krzywa, ktora przypomina nieskonczenie dtugi
drut, ktory dla prostoty, bedziemy w tej ksiazce okreslaé jako ,wezyk”. Warto

wiedzie¢, ze dla kazdego wielomianu zachodzi kilka faktow odno$nie jego
wykresu i wlasnosci:

93
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e ilo$¢ miejsc zerowych wielomianu nie przekracza jego stopnia,
e ilos¢ ekstremow lokalnych wielomianu jest mniejsza od jego stopnia.
Co wiecej wiemy, ze:

a) jesli stopien wielomianu n jest parzysty, to:

e oba ramiona ,wezyka” sa skierowane w ta sama strone (gdy a, > 0
to w gore, a gdy a, < 0 to w dot),
e moze w ogdle nie by¢ miejsc zerowych,

e jest nieparzysta ilos¢ ekstreméw, tzn. jedno, trzy, ... lub n — 1.
b) jesli stopienn wielomianu n jest nieparzysty, to:

e jedno ramie ,wezyka” jest skierowane w gore, a drugie w dot (kieru-
nek prawego ramienia wyznaczamy z wspélezynnika ay,),

e musi by¢ przynajmniej jedno miejsce zerowe,

e jest parzysta ilo$¢ eksterméw lokalnych (tyle samo maksiméw co mi-
nimoéw), tzn: zero, dwa, ..., lub n — 1.

Fakt 7.5. Wielomian jest funkcjq parzystq wtedy i tylko wtedy, gdy ,sktada
sie” wylgcznie z poteg parzystych (np. W(x) = ax®+bx*+cx®+d). Wielomian
jest funkcjq nieparzystg wtedy i tylko wtedy, gdy ,sktada sie” wylgcznie z poteg
nieparzystch (np. Q(x) = ax” + ba® + cx).

Uwaga 7.6. Wyraz wolny wielomianu to oczywiscie potega zerowa, czyli
parzysta.

Whiosek: Jesli we wzorze wielomianu wystepujg zarowno potegi parzyste
jak i nie parzyste, to nie jest on okreslony wzgledem parzystosci (nie jest, ani
parzysty, ani nieparzysty).

7.2.1 Wielomian trzeciego stopnia

Podczas rozwiazywania réznych zadan czesto mamy doczynienia z wielomia-
nem stopnia 3. Ze wzgledu na jego szczegdlny charakter, ponizej zebrano
rozne jego wlasnosci. Nalezy jednak zaznaczy¢, ze zazwyczaj odnosza sie one
tylko do wielomianéw stopnia trzy.
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Wilasnos$ci wielomianu trzeciego stopnia. Wielomian trzeciego stopnia
ma nastepujace wlasnodi:

1. Wielomian stopnia 3 moze mie¢ jedynie jedno, dwa lub trzy miejsca
zerowe.

2. Wielomian stopnia 3 albo ma dwa eksterema (jedno minimum i jedno
maksimum) albo nie ma ich wcale (i wtedy jest funkcja monotoniczna).
Zauwazmy, ze jesli wielomian ma posta¢ W (z) = ax®+bx?+cx+d oraz
a # 0, to pochodna tego wielomianu ma postac¢: W'(z) = 3ax?+2bx +c.
Mozemy policzy¢ A dla pochodnej. Jesli A jest dodatnia, to pochodna
ma dwa miejsca zerowe, wiec badany wielomian ma dwa ekstrema. Jesli
jednak A < 0 to badany wielomian W jest monotoniczy (pochodna ma
staty znak) i w zaleznosci od wartoéci a moze byé stale rosnacy lub
stale malejacy.

Problem 7.7. Zastanow sie ile miejsc zerowych moze mie¢ dowolna funkcja
(nie koniecznie wielomian!), ktéra jest monotoniczna - to znaczy jest rosnaca,
lub malejaca, lub stata w catej swej dziedzinie.

7.3 'Twierdzenia dotyczace wielomianéw

W tym podrozdziale zebrano najwazniejsze twierdzenia dotyczace wielomia-
now. Zapoznaj sie z tredcig tych twierdzen i sprawdz czy doktadnie rozumiesz
ich tres¢. Dobre poznanie tych twierdzen jest o tyle wazne, ze wickszos¢ za-
dan o wielomianach (lub zadan w ktérych w jakiej$ postaci pojawiaja sie
wielomiany) wymaga uzy¢ niektérych z nich.

Twierdzenie 7.8 (o rozkladzie). Kazdy wielomian mozna roztozyé na ilo-
czyn czynnikow stopnia nie wiekszego niz 2.

Przyktad 7.9. Roztozymy kilka wilomianéw na czynniki.
1 25 —62°4+ 92 =2 (2* =62 +9) =z -2z -2 -2 (x —3) - (z —3),
2. 62° — 2t +a*=x-z-x- (622 —x+ 1),
3. 224+ 1 = (2222 4+1)—2? = (22 +1)?—2% = (2®+1—2)(2* + 1+ 7).

Twierdzenie 7.10 (o dzieleniu wielomianéw). Jesli wielomian W (x) dzie-
limy przez Q(x) i dostajemy wynik P(z) i reszte R(x), to:

W(z) = P(x)Q(x) + R(x).

Co wiecej stopien R(x) jest mniejszy niz stopien Q(x).
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Twierdzenie 7.11 (twierdzenie Bezoute’a). Liczba a jest pierwiastkiem wie-
lomianu W (x) wtedy i tylko wtedy, gdy wielomian W (x) jest podzielny przez
dwumian (x — a).

Twierdzenie 7.12 (rozszerzone twierdzenie Bezoute'a). Reszta z dzielenia
wielomianu W (x) przez (x — a) wynosi W (a).

Twierdzenie 7.13 (o pierwiastkach wymiernych wielomianu o wspétczynni-
kiach catkowitych). Jesli liczba %, gdzie p, q to liczby catkowite, jest pierwiast-
kiem wielomianu an@™ 4 ap_12" "t 4. .. +a1x +ag, gdzie wszystkie wspélczyn-
niki sq catkowite, to p jest podzielnikiem ag, natomiast q jest podzielnikiem
an?

7.4 Wiadomosci dodatkowe

7.4.1 Robwnosé wielomianow

Definicja 7.14 (r6wnosé wielomianéw). Méwimy, ze dwa wielomiany sa row-
ne, gdy sa tego samego stopnia oraz gdy maja takie same wspotezynniki przy
wszystkich potegach.

Przyklad 7.15. Wielomiany W (z) = z* + 322 — 7 jest réwny wielomianowi
V(x) = ka® + 2* + ax? — 7 wtedy i tylko wtedy, gdy k = 0 oraz a = 3.

Fakt 7.16 (o réwnosci wielomianéw). Jesli dwa wielomiany stopnia conaj-
wyzej n majq takie same wartosci dla n + 1 argumentow, to sq réowne.

Przyktad 7.17. Zalézmy, ze wielomiany: W(x) = a(x — 2)(x — 3) + b(x —
1)(z—3)+c(z—1)(x—2) oraz G(x) = 5x? — 19z = 18 sg réwne. Zastanéwmy
sie jakie w takim razie musza by¢ wartosci parametrow a, b, c.

Po pierwsze zauwazmy, ze wielomian G jest stopnia 2, natomiast wielo-
mian W jest stopnia co najwyzej 2. W takim razie, korzystajac z poprzednie-
go faktu, wystarczy sprawdzi¢ czy wielomiany przyjmuja takie same wartosci
dla przynajmniej trzech roznych argumentéw. Oczywiscie argumenty te moga
by¢ dowolne, jednak my wybierzemy takie, aby tatwo mozna byto wyliczy¢
wartosci W (z) oraz G(x). Wezmy wiec: x; = 1, 9 = 2, x5 = 3 (wybor jest
taki, ze wzgledu na wielomian W, w ktorym podstawienie 1, 2 lub 3 zeruje
niektére sktadnikil).

Skoro W' i G sg rowne to oczywiscie musi by¢ spetniony uktad:

W) =G(1)
W(2) = G(2)
W(3) =G(3)
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Znamy wzory na W(x) i G(x), wiec korzystajac z nich mozemy zapisaé
(podstawiajac odpowiednie wartosci):

20 =4
-b=0
2c=26

Co daje nam odpowiedz: a =2, b =10, ¢ = 3.

7.4.2 Wielokrotne pierwiastki wielomianu

Definicja 7.18 (k-krotny pierwiastek wielomianu). Liczbe a nazywamy k-
krotnym pierwiastkiem wielomianu W (x), gdy w jego rozktadzie wystepuje
czynnik (z — a)* i nie wystepuje czynnik (z —a)**1. Innymi stowy, jesli a jest
k-krotnym pierwiastkiem wielominau W (x), to wielomian ten dzieli si¢ przez
(x — a)k, ale nie dzieli sie przez (z — a)**!.

Fakt 7.19. Liczba a jest k-krotnym pierwiastkiem wielomianu W (x) wtedy i
tylko wtedy, gdy spelniony jest warunek:

Wi(a)=0
W'(a) =0

WED(a) = 0
W®(a) #0

W powyzszym zapisie przez W™ (x) oznaczmy n-tq pochodng wielomianu

Przyktad 7.20. Liczba —1 jest pierwiastkiem wielomianu W (x) = z° + 2 +

23 + 2% — 22 — 2. Sprawdzimy ile wynosi krotnoéé tego pierwiastka. Najpierw

przekonajmy sie, czy rzeczywiscie —1 jest pierwiastkiem:
W(-=1)=-141-14+1+2-2=0.

Latwo policzy¢ pierwsza pochodna tego wielomianu - ma ona postaé: W'(z) =

Sat 4 4x® + 322 + 2x — 2. Sprawdzmy czy —1 jest réwniez pierwiastkiem

pochodnej:
Wix)=5—-4+4+3-2-2=0.

Policzmy teraz druga pochodna (czyli pochodna pochodnej): W (z) = 2023+
1222 + 62 + 2. Co daje nam:

W"(z) = =20+ 12 — 6+ 2 #£ 0.

Na mocy faktu dowiedliSmy wiec, ze liczba —1 jest dwukrotnym pierwiast-
kiem wielomianu W (x).
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Definicja 7.21. Niech W(z) = a,2" + a, 12" ' + ... + a1 + ap. Woéwczas
liczbe ap nazywamy wyrazem wolnym, natomiast liczbe rowna a, + a,_1 +
...+ a1 + ap suma wspotczynnikow wielomianu W.

Fakt 7.22. Dla dowolnego wielomianu W (z) zachodzi:

1. wyraz wolny jest réwny W (0),

2. suma wspolczynnikéw jest réwna W (1),

3. wykres wielomianu przecina 0§ OY w punkcie (0, aq).
Problem 7.23. Zastanéw sie, jak mozna udowodni¢ powyzszy fakt.

Przyklad 7.24. Policzymy teraz wyraz wolny i sume wspotczynnikow wie-
lomianu W (z) = (z — 4)3(z* — 16). Oczywiscie mozna by wymnozy¢ wszyst-
kie sktadniki tego iloczynu (podnoszac wezesniej (x — 4) do potegi trzeciej),
jednak zajetoby to duzo czasu. My mozemy skorzysta¢ ze znanych nam juz
twierdzen i faktow. Po pierwsze jest to wielomian stopnia 5 (czy wiesz dlacze-
go?). Wyraz wolny, na mocy poprzedniego faktu, réwna sie wartosci W (0).
Mamy wiec:
ag = W(0) = 4% 16 = 4°> = 1024.

Suma wspotczynnikéw as + aq + . . . + a1 + ag, na mocy faktu, rowna jest
wartosci W (1), Stad mamy:

as+as+ ... +a; +ag=W(1) = (=3)* - (=15) = 405.

Problem 7.25. Zastanow sie jak, dla podanego w powyzszym przyktadzie
wielomianu, wyliczy¢ sume wspotczynnikéw przy parzystych i nieparzystych
potegach (czyli odpowiedzie¢ na pytanie ile wynosi as + a3z + a; oraz a4 +
as + ag). Wskazowka: uzyj wartosci W (1) oraz W(—1).

Fakt 7.26. Wielomian zmienia znak tylko w pierwiastkach o nieparzystej
krotnosci. W pieruiastkach krotnosci parzystej nasz ,wezyk” nie przecina o0si
OX ale jest do niej styczny.

7.4.3 Uogblnione wzory Viete’a

Okazuje sie, ze wzory Viete’a podane w rozdziale o funkcji kwadratowej, da
sie uogdlni¢ dla wielomianow stopnia wyzszego niz 2. W tym podreczniku
ograniczym sie do podania tych wzoréw jedynie dla wielomianéw stopnia
trzeciego, jednak nalezy mie¢ $wiadomosé, ze podobne wzory mozna wypro-
wadzi¢ dla wielomianéw stopni wyzszych.
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Fakt 7.27 (wzory Viete’a dla wielomanéw stopnia trzeciego). Niech W (x) =
ax® + bx® + cx + d bedzie wielomianem stopnia 3, oraz niech liczby 1, x9, T3
sq pierwiastkami tego wielomianu. Wowczas prawdziwe sq wzory:

b
T -+ i) + xr3 = ~a
r1T9 + T3 + 3T, = i
T1Tawy = — 4

a
oraz istnieje postac lioczynowa tego wielomianu: W(x) = a(zx—x1)(x—x2)(z—
ZL’3).

Przyklad 7.28. Wiadomo, ze wielomian dany wzorem W (z) = x3 + pz? +
gr = 8 ma jeden pierwiastek podwojny (przez pierwiastek podwdjny rozu-
miemy pierwiastek drugiego stopnia) a drugi jest do niego liczba przeciwna.
Zmajdziemy teraz odpowiednie wartosci parametréw p i ¢, dla ktérych po-
wyzszy warunek jest prawdziwy.

7 tresci warunku wynika, ze wielomian W ma trzy pierwiastki: a, a, —a,
gdzie a jest pewng liczba rzeczywista. Korzystajac z wzoréow Viete’a mamy,
ze:

a+a+(—a)=—p
a-a+a-(—a)+(—a)-a=q
a-a-(—a)=-8

Stad mamy:
a=-—-p
—aq? = q
a’ =8
Czyli:
a =
p=-—2
qg=—4

Wobec czego wielomian mozemy zapisa¢ w postaci: W (x) = (z—2)%*(z+2).

7.5 Zadania

Zadanie 7.1. Sprawdz czy wielomian jest W (z) = 8z% — 27 réwny wielo-
mianowi:

2) P(r) = (20— 3)"
b) P(x) = 2x(4x* — 9) + 9(2z — 3).
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Zadanie 7.2. Podany wielomian W rozt6z na czynniki, znajdz wszystkie
jego pierwiastki, podaj ich krotnosci i naszkicuj wykres tego wielomianu.

a) W(z) = 5x% — 202",
b) W(z) =% — 2t — 22 + 1.

Zadanie 7.3. Wykonaj dzielenie wielomianéw W przez ) i zapisz go w
postaci: W(z) = P(z) - Q(x) + R(z):

a) W(z) =223 -2 -2 —-3,Q(z) =z +1,
b) W(z) = —3z* + 523 + 22 + 10z + 6, Q(z) = z* + 2.

Zadanie 7.4. Nie wykonujac dzielenia oblicz reszte z dzielenia W (x) przez

Q(x):

a) Wr)=2*+23+22+2+1, Q(z) =2 — 2,

b) W(z) =2 — 1, Q(z) = —2? + 1,

c) W(x)=(x -2 Qz) = (z — 1)(z — 2)(z — 3).

Zadanie 7.5. Dla jakich wartoéci paramteréw a i b wielomian W (x) = 323+
42% — 132 + 6 jest réwny:

a) W(z) = az® + 2bx* — 13z + 6,
b) W(z) = (z + 3)(az® — bz + a — b).

Zadanie 7.6. Liczba —1 jest pierwiastkiem W (z) = 122° + 82* + 112° +
722 — 2 — 1. Oblicz krotno$é¢ tego pierwiastka. Znajdz pozostate pierwiastki.

Zadanie 7.7. Wyznacz p i q tak, aby liczba 1 byla dwukrotnym pierwiast-
kiem réwnania: 2® — 222 + px + ¢ = 0. Zadanie rozwigz przynajmniej na dwa
sposoby!

Zadanie 7.8. Zbadaj parzysto$¢ wielomianow:

a) W(zx) = 22> —z,

) W

b) W

c)
)

(x) = 23 — 42 + 1,
f(z) =4z + 322 — 1,
flx

d) f(x)=2x2"—32°-T.
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Zadanie 7.9. Jaki warunek muszg spetnia¢ wspotezynniki wielomianu trze-
ciego stopnia: W(x) = ax® + bx? + cx + d, aby byl on funkcja nieparzysta?
Czy moze on by¢ funkcja parzysta?

Zadanie 7.10 (*). Wyznacz te wartosci parametru a, dla ktérych wielomian
W(z) = 2 + ax® — 4:

a) jest funkcja rosnaca,
b) posiada dwa ekstrema lokalne,

¢) (%) posiada doktadnie dwa miejsca zerowe (wskazowka: mozesz uzyé¢ wzo-
row Viete'a dla wielomiandéw stopnia trzeciego).

Zadanie 7.11. Rozwiaz rownanie:
a) ot + 223 —x —2=0,

b) 3z* +52% — 22 —5xr —2 =0,

c) 2t + 2% —6r+4 =0,

d) ot +22% — 822 — 192 — 6 = 0,

e) 22 + 2?4+ 32 —2=0,

f) 921 + 923 + 1122 + 92 + 2 = 0,
Zadanie 7.12. Rozwiaz nieréwnosc:
r—1)(z—2)(x+3) >0,

2+ 1)(z* — 1)(z — 2)* <0,

(

( )

(2?2 —1)3(z* +2) > 0,
(

(

Zadanie 7.13. Rozwiaz nieréwnosc¢:
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a) —x° — 222+ 6z < 0,

b) —zt+ 23 + 722> 0,
c) 23 —2?2 -7 <0,

e) 323 — 222 — 624+ 4 <0,

)
)
)
d) 223 + 22 — 8z — 4 > 0,
)
f) 23+ 322+ 2 —1<0.

Zadanie 7.14. Podaj przyktad wielomianu, ktérego jedynymi pierwiastkami
sg liczby —3, 2,4 i ktérego stopnien jest rowny:

a) 3,
b) 4,
c) 6.



Rozdzial 8

Funkcja homograficzna

Definicja 8.1 (funkcja homograficzna). Funkcja homograficzna nazywamy
funkcje postaci:
ar + b
o= ra

gdzie ¢ # 0 oraz

b
' o

Uwaga 8.2. Zauwazmy, ze warunek ¢ # 0 gwarantuje, ze powyzsza funk-
cja nie jest funkcjg liniowa, bo jesli ¢ = 0, to wtedy wzor funkcji przyjat
by postac: f(r) = Gz + g. Drugi warunke gwarantuje natomiast, ze proste
wystepujace w liczniku i mianowniku nie sa rownolegte, a stad, ze wyrazenie

aztb jest nieskracalne.
cx+d

8.1 Wpykres funkcji homograficznej

Wykresem kazdej funkcji homograficznej jest hiperbola. Sktada sie ona z
dwobch roztacznych gatezi ,uwigzanych” pomiedzy asymptotami. Kazda hi-
perbola ma dwie osie symetrii oraz punkt symetrii.

__ ax+b
T cx+d

Fakt 8.3 (o asymptotach). Funkcja homograficzna f(x) ma dwie

asymptoty:
d

e pionowq, dang réwnaniem r = —<,

e poziomq, dang rownaniem y = 2

c®
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Algorytm rysowania wykresé6w funkcji homograficznych. Aby na-

rysowaé przyblizony wykres funkeji f(z) = gﬂ’g nalezy:

1. wyznaczy¢ i narysowaé asymptoty tego wykresu,

2. wyznaczy¢ przynajmniej jeden punkt tego wykresu (wstawiajac za z
dowolnag liczbe, dla ktérej tatwo wyliczyé wartosé f(z), oraz wszystkie
punkty symetryczne do tego punktu,

3. naszkicowaé asymptote przechodzaca przez otrzymane punkty, pamie-
tajac o asymptotach.

Przyktad 8.4. Aby naszkicowaé¢ wykres funkcji f(x) = 2% nalezy:

T ox—1

1. narysowaé asymptoty x = 1 oraz y = 3,

2. poniewaz f(0) = 0, to zaznaczamy punkt (0,0) oraz punkty do niego
symetryczne, czyli: (—2,2), (4,4), (2,6),

3. rysujemy kolejno kazda z gatezi pamietajac o dazeniu do asymptot.

Uwaga 8.5. Czestym problemem jest znalezienie punktu symetrycznego do
danego. Pomocny moze byé¢ nastepujacy algorytm. Po pierwsze orientuje-
my zadany punkt wzgledem punktu przecigcia sie asymptot. W powyzszym
przykladzie punkt (0,0) lezy 1 w lewo, 3 w dét od punktu przeciecia asymp-
tot. Pierwszy punkt otrzymamy przestawiajac same liczby, tzn biorgc punkt
ktory jest 3 w lewo i 1 w dot od punktu przeciecia asymptot. Jest to punkt
(—2,2). Nastepne dwa punkty otrzymamy przez zamiane ,w lew” na ,w pra-
wo” (i odwrotnie) oraz ,w gore” na ,w dot” (i odwrotnie), czyli doktadnie:
1 w prawo, 3 w gore (punkt (2,6)) oraz 3 w prawo i 1 w gore (punkt (4,4)).

8.2 Hiperbole podstawowe

Aby uzyskac¢ doktadniejszy wykres funkcji homograicznej, trzeba nauczy¢ sie

najpierw rysowa¢ wykresy typu y = % gdzie B # 0.
Asymptotami tych wykreséw sg osie uktadu wspotrzednych, osiami syme-
trii proste: y = x oraz y = —z, a srodkiem symetrii jest punkt (0,0). Kazda

z tych funkcji jest nieparzysta.

Przyktad 8.6. Narysujmy wykres funkcji y = % Wstawiamy za x liczby ta-
twe do obliczen i dostajemy na przyktad nastepujace punkty wykresu: (1,1),
(2, %), (%, 2). Pozwala to naszkicowaé prawa galaz hiperboli. Korzystajac z
nieparzystoéci mozemy zaznaczy¢ na wykresie punkty: (—1, 1), (=2, —1),

2
(—%, —2) i rysujemy lewq galaz.
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Przyklad 8.7. Narysujmy teraz wykres funkcji y = g. Tu wygodnie jest
podstawiaé¢ za x kolejne podzielniki liczby 6, co daje nam nastepujace punk-
ty: (1,6), (2,3), (3,2), (6,1). Dalej postepujemy tak jak w poprzednim przy-
ktadzie.

Przyklad 8.8. Teraz narysujmy wykres y = —%‘ Za x wstawiamy podzielni-
ki liczby 4: (1, —4), (2, —2), (4, —1). Dalej postepujemy tak jak w poprzednich
przyktadach.

Uwaga 8.9. Zauwazmy, ze hiperbola otrzymana w ostatnim z przyktadow
jest inaczej umiejsowiona w uktadzie wspotrzednych niz dwie poprzednie.
Rzeczywiscie jesli B > 0 to hiperbola y = % lezy w 111l ¢wiartce, natomiast
gdy B < 0 to hiperbola ta lezy w II i IV ¢wiartce uktadu wspotrzednych.

8.3 Wilasnosci funkcji homograficznej

Fakt 8.10. KaZdg funkcje homograficzng f(z) = % mozna zapisacé w po-
staci:

B ,
flz)=A+ st gdzie B # 0.

Uzasadnienie: Rzeczywiscie, wystarczy najpierw podzieli¢ licznik i mia-
a4 b
nownik przez ¢, co daje f(z) = % a nastepnie, np. podzieli¢ pisemnie
(x4 %) : (z+2). Wtedy A = ¢, C = —¢, natomiast B jest reszta z tego
dzielenia.

Przyktad 8.11. Pokazemy praktyczne zastosowanie powyzszego faktu:

o funkcje f(z) = 4;%13 mozna przedstawi¢ réwniez jako f(z) =4 + ﬁ,

e funkcje f(x) = 22t mozna przedstawié¢ réwniez jako f(r) = 3 + =%

z+1 z+1?
5
e funkcje f(z) = 31 mozna przedstawié¢ rowniez jako f(z) = 2 + mj%.

Przedstawienie funkcji homograficznej w postaci z powyzszego faktu oka-
zuje sie bardzo pozyteczne, jesli chcemy wykonac¢ szybko i do$é¢ doktadnie
wykres funkcji homograficznej. Mianowicie, aby narysowaé¢ wykres funkcji
homograficznej, majac ja w postaci f(x) = A+ me’ postepujemy w naste-

pujacy sposob:

1. zaznaczamy asymptoty, ktére sg poastaci: x = C oraz y = A,
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2. traktujac asymptoty jako ,nowy uktad wspotrzednych” rysujemy wy-
kres funkcji y = g, korzystajac z metody pokazanej w poprzednim
podrozdziale.

Uwaga 8.12. Powyzsza metoda jest poprawna, poniewaz rysowanie wykresu
Yy = % w ,nowym ukladzie wspotrzednych” jest tozsame z przesunieciem

funkeji y = £ o wektor @ = [C, A].

Fakt 8.13 (wlasnosci funkcji homograficznej). Jesli f(z) = A+ £, gdzie
B #£0, to:

1. Dziedzing funkcji f jest zbior: R\{C'}, natomiast zbiorem wartosci:

R\{A}.

2. Funkcja f nie jest monotoniczna! Jest jedynie przedziatami rosngca
(9dy B < 0) lub przedziatami malejgca (gdy B > 0).

3. Jest to funkcja réinowartosciowa, a co za tym idzie ma funkcje odwrot-

ng, dang wzorem f~H(z) =C + £

8.4 Zadania

Zadanie 8.1. Naszkicuj wykres funkcji bez wyliczania postaci f(z) = A +

d) f(ZL’) — 2248

z+3 °

Dla kazdej z funkcji podaj dziedzing, zbiér wartosci i omoéw monotoniczno$é
kazdej z tych funkcji.

Zadanie 8.2. Naszkicuj wykres funkcji, korzystajac z postaci f(z) = A+
B
z—C"

a) f(z) =358,
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a) f(l') = |$‘1_17

b) f(z) =),

c) f(z)= |z\1+2 -1,

d) f(z) = |75 — 1,

o) flz) =% —4|

Zadanie 8.4. Okreél liczbe rozwigzan réwnania:
i — 2‘ =m
|z]

w zalezno$ci od m. Narysuj wykres funkcji y = g(m), gdzie g(m) oznacza
ilos¢ rozwigzan powyzszego réwnania przy danym m.

Zadanie 8.5. Wykonaj polecenie z poprzedniego zadania dla réwnania:

2
—1’+1:m.
T

Zadanie 8.6. Naszkicuj wykres funkcji:

Zadanie 8.7. Wykres funkcji f przesun o wektor u. Podaj wzor otrzymanej
funkcji. Okre$ jej dziedzing, zbiér wartosci, asymptoty i miejsca zerowe:
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C) f(ZL’) - _%7 U= [%70]

Zadanie 8.8. Naszkicuj wykres funkcji f(z), podaj réwnanie osi symetrii
wykresu oraz wspotrzedne srodka symetrii:

a) f(z) =1+,

b) f(z) = —13

c) flz) =5 -3,

d) flz) =5 -1

e) f(z)=—35 2
f) (x) fz) = 27 +2




Rozdziat 9

Funkcja wymierna

Definicja 9.1. Funkjg wymierng nazywamy funkcje postaci:

@) = oy

gdzie W(z) i P(z) sa wielomianami i P(x) nie jest wielomianem zerowym.

P(z)

Fakt 9.2. Dziedzing naturalng funkcji f(x) =
rzeczywistych, dla ktorych P(x) # 0.

jest zbior wszystkich liczb

Uwaga 9.3. Przypomnijmy, ze dwie funkcje sg réwne, gdy maja te same
dziedziny i wzor jednej z nich mozemy sprowadzi¢ do wzoru drugiej.

Przyktad 9.4. Funkcja f(z) = % nie jest réwna funkcji g(z) = x, bo
ich dziedziny nie sg takie same. Mozemy natomiast napisac, ze f = h, gdzie

h(z) =z, dla x € R\{2}.

Whniosek: Pamietaj - zanim zaczniesz upraszczaé (lub przeksztatcad) wzor
jakiejkolwiek funkcji, ustal jaka jest jej dziedzina!

9.1 Roéwnania wymierne

Aby szybko i sprawnie rozwiaza¢ réwnanie wymierne (czyli takie, w kto-
rej przynajmniej po jednej stronie réwnosci znajduje sie funkcja wymierna),
mozna skorzystaé¢ z ponizszego algorytmu. Tak podany algorytm gwarantu-
je znalezienie rozwiazania kazdego rownania wymiernego, przy zalozeniu, ze
umiemy rozwigzywac¢ réwnania wielomianowe odpowiedniego stopnia.
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Algorytm rozwigzywania ré6wnan wymiernych.

1. Wypisujemy zalozenia i w razie potrzeby rozwiazujemy je. (Moga tu
pojawié sie nierownosci, badz wykluczenia pewnych podzbioréow z dzie-
dziny. Czasem wynika to z tresci zadania, a czasem z samego rownania. )

2. Mianowniki wystepujacych utamkéw (jesli jest ich kilka) rozkladamy na
czynniki tak aby tatwo byto okresli¢ najmniejszy wspo6lny mianownik.

3. Mnozymy obie storny réwnania przez najmniejszy wspolny mianownik,
tak aby otrzymaé¢ réwnanie wielomianowe.

4. Rozwiazujemy roéwnanie wielomianowe.

5. Uwzgledniajaca zatozenia i warunki z punktu 1, podajemy rozwiazanie.

Przyklad 9.5. Rozwiazemy réwnanie:
6-3x 1
24+zx—-2 -1 x+2

Bedziemy postepowaé zgodnie z podanym wyzej algorytmem:

1. Zalozenia: 22 + 2 —2 # 0,z — 1 # 0,2 + 2 # 0. Z warunkéw tych
dostajemy: x € R\{—2,1}.

6 — 3x 1 x

(z—1)(z+2) z-1 z+2

3. Mnozymy obustronnie przez (x — 1)(z + 2) i dostajemy:
6—3r=x+2—x(x—1).
4. Porzadkujemy réwnanie do postaci: 22 — 5z + 4 = 0 i rozwigzujemy.
Orztymujemy dwa pierwiastki rzeczywiste: 1 = 1V x5 = 4.

5. Biorac pod uwage zatozenia z punktu 1, okazuje sie ze tylko x = 4 jest
rozwigzaniem danego réwnania wymiernego.

W ten sposéb otrzymalismy odpowiedz: z = 4.

9.2 Nieréwnosci wymierne.

Podobnie jak w przypadku réwnan, pokazemy prosty i skuteczny algorytm,
ktory pozwala rozwigzywacé nieréwnosci wymierne. Tak jak poprzednio idea
algorytmu opiera si¢ na sprowadzeniu danej nieréwnosci wymiernej do odpo-
wiedniej nieréwnosci wielomianowej.
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Algorytm rozwigzywania nieréwnosci wymiernych.

1.

2.

6.
7.

Wypisujemy zatozenia i rozwigzujemy je.

Wszystkie sktadniki przenosimy na jedna ze stron nieréwnosci i rozkta-
damy mianowniki wystepujacych utamkéw na czynniki (o ile sie da),
tak aby mozna byto okresli¢ najmniejszy (wzgledem stopnia) wspdlny
mianownik.

Sprowadzamy cale wyrazenie do wspdélnego mianownika.

. Licznik rozktadamy na czynniki (o ile jest to mozliwe).

Stosujac przeksztatcenie tozsamodciowe, zastepujemy utamek wystepu-
jacy z jednej strony nierownosci, na wyrazenie bedace iloczynem liczni-
ka i mianownika. Otrzymujemy w ten spos6b nieréwnos¢ wielomianows.

Rozwigzujemy nieréwnosé¢ wielomianows.

Uwzgledniamy zatozenia i podajemy odpowiedz.

Przyktad 9.6. Rozwigzemy nieréwnos¢:

120 — 4 3z x?
< - .
2 -2z -3 -3 x+1

Bedziemy postepowac zgodnie z podanym algorytmem.

1.

2.

3.

4.

Zalozenia: 2> — 22 —3 # 0, 2 —3 #0, x +1 # 0. Czyli: € R\{-1, 3}.
Przenosimy wszystko na lewg strone:

122 — 4 3z N 2 .
(x4+1)(zx—3) z-3 x+1

Sprowadzamy wyrazenie do wspolnego mianownika:

122 — 4 —3x(x 4+ 1) + 2%(x — 3)

@ —3) @+ 1) <0

Rozktadamy licznik na czynniki:

(z—1)*(z —4)
Grl@—3 "
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5. Mnozymy obie strony przez kwadrat mianownika, czyli innymi stowy,
zastepujemy utamek iloczynem licznika i mianownika:

(z —1)*(x —4)(z +1)(z - 3) 0.

6. Rozwigzujemy réwnanie wielomianowe (jak wida¢ nie wymaga to zad-
nych dodatkowych przeksztalcen!). Otrzymujemy odpowiedz:

xr € (—oo,—1) U{1} U (3,4).

7. Uwzgledniamy zatozenia:

x € (—oo,—1)U{1} U (3,4).

9.3 Zadania
Zadanie 9.1. Okresl dziedzing funkcji:
a) f(l') - x2—§x+1’

b) f(z) = G5e

@ D@t2)’

3 4.2
c) flz) = Z2+43€;:61'

Zadanie 9.2. Sprawdz czy funkcje f i g sa réwne.
a) f(,I’) = 2;:1127 g(x) =2,

372 Xr—
b) f(ZL') - x((x,ll))a g(x) =,

x?— T—
¢) f(x) = ks, gla) = L.

Zadanie 9.3. Pamietajac o dziedzinie, upros¢ wzory podanych funkcji.

x+4)?
a) f(l’) - xg+<gzv)—|-4’

3_
b) f(l') = m2x_2x1+17
z*—5x34622

c) flz)= TP —622187

d) f(l') - 2722—1-_;:—2 + 3:2—3;—6’

e) f(z)= mL%Hz + 1272;15‘
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Zadanie 9.4. Rozwiaz réwnanie.

a) mioit =0,

b) (4x—1)‘iijj)1(2x+l) —0,
o) 5 -5=0,

d) S5+ 75+5=0
©) Tt is =

f) z2—x + 224342 = 1.

242 x2—x—2

Zadanie 9.5. Rozwiaz nieréwnosc.

6—x 1 2
a’> 21 > z—1 + )

2
b) 3z +x51+1 <1-— z,

(2+3)(z2—52+6)
C) (z2-9)(z—3) > 0’

2 1 —x—T
d) 1+ 5 +:9 2 v

1 1
e> 24223 > 2z+1°
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ROZDZIAL 9. FUNKCJA WYMIERNA



Rozdziat 10

Cigg arytemtyczny

10.1 Definicje

Ciag arytmetyczny jest szczegblnym ciggiem, ktory spetnia ponizsza (zupel-
nie nie formalna) definicje.

Definicja 10.1 (ciag arytmetyczny). Ciag arytmetyczny jest to ciag, w kto-
rym kazdy (poza pierwszym) wyraz powstaje poprzez dodanie stalej, ustalo-
nej liczby r do wyrazu poprzedniego:

+

ag —""ay —7 ” B

r a3 — a4 —
Liczbe r nazywamy wtedy réznicg ciggu arytemtycznego.

Uwaga 10.2. Ciagg arytmetyczny moze by¢ skonczony badz nieskonczony.
Jedli jest to cigg nieskonczony to:

dla kazdego n € N (pt1 = Qp + T

Jesli ciag jest skonczony i ma powiedzmy k wyrazow, to:

dla kazdego n=1,2,3,... k-1 Qpi1 = Gp + 7.

10.2 Wlasnosci ciggu arytmetycznego

Fakt 10.3. Dla ciggu arytemtycznego o pierwszym wyrazie ai & rOzZnicy r
wzor 0golny ciggu ma postac:

anp =a,+ (n—1)r

5
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Problem 10.4. Czy potrafisz udowodnié¢ powyzszy fakt? (Wskazéwka: prze-
prowadz dowdd indukeyjny).

Ciag arytemtyczny nalezy utozsamia¢ z funkcja liniowa. Zauwazmy bo-
wiem, ze z faktu podanego wyzej wynika, ze: a, = nr 4+ a; — r, Jesli teraz,
mowige obrazowo, zamienimy literke n na x a literke a na okreslenie jakies
funkcji, np. f to otrzymamy wzér bardzo podobny do typowego wzoru funk-
c¢ji liniowej. Reasumujac, cigg arytemtyczny jest funkcja dang wzorem funkeji
liniowej z dziedzing liczba naturalnych.

Fakt 10.5. Cigg jest arytmetyczny wtedy i tylko wtedy, gdy moze byé zadany
wzorem funkcji liniowey.

Uwaga 10.6. Trzy liczby a,b,c tworza ciag arytmetyczny wtedy i tylko

wtedy, gdy:
c—b=b—a

a stad b = 2¥¢ (czyli wyraz Srodkowy jest Srednig arytemtyczng wyrazéw
sasiednich).

Uwaga 10.7. Ogdlnie, ciag (a,) jest arytmetyczny, gdy dla kazdego n za-
chodzi:

an+1 — agjest state (tzn. nie zalezy od n).

Przykltad 10.8. Ciag dany wzorem ogdlnym a, = 4n — 3 jest ciggiem ary-
temtycznym, bo

Upi1 — A =4(n+1)—3—(4n - 3) = 4.
Natomiast ciag a,, = n? nie jest ciggiem arytmetycznym, gdyz:
Uns1 — ap = (n+ 1) —n? =2n 4+ 1.
Fakt 10.9. Kazdy cigg arytemtyczny jest monotoniczny:
o jeslir > 0, to cigg jest rosngcy,
e jeslir =0, to cigg jest staly,

o jeslir <0, to cigg jest malejgcy.
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10.3 Suma ciggu arytmetycznego

Fakt 10.10. Suma k poczgtkowych wyrazow ciggu arytemtycznego (a,) jest
rowna: w4+ a
Sp = ——Lk,
g 2
Sens powyzszego faktu jest prosty. Suma pewnej liczby koljeny wyrazow
ciggu arytemtycznego rowna sie sredniej arytmetycznej pierwszego i ostat-
niego z tych wyrazéw, pomnozonej przez liczbe tych wyrazéw.

Przyktad 10.11. Korzystajac z danego wzoru, policzymy nastepujaca sume:

S+ 11+ 174 ...+ 65.

Zauwazmy ze dodawne liczby tworza ciagg arytemtycznych aq,as, ..., an,
w ktorym ay; = 5, r = 6, a, = 65. Aby obliczy¢ liczbe wyrazéw tego ciagu
wykorzystamy wzor:
ap =a;+ (n—1)r.

Zatem:
65=5+(n—1)-6

n =11
Stad, szukana suma rowna jest:

5+ 65
Sy = 2-11 — 385.

Jak pokazuje przyktad, ciagi arytmetyczne sa czesto pomocne w zada-
niach, w ktérych tresci nie ma mowy nic o zadnym ciagu (zauwaz, ze zadanie
z przykladu brzmialo, ,oblicz dang sume”). Dlatego, aby utatwié¢ rozwiazy-
wanie réoznych zadan, w ktérych pojawia sie cigg arytmetyczny, warto pa-
mieta¢ o tym, co méwi ponizsza wskazowka.

Wskazéwka: W czasie rozwiazywania zadan dotyczacych ciggu arytme-
tycznego, wszelkie ,dane” i ,szukane” przedstaw w postaci oznaczen: aq, r
itp. Utatwia to koncentracje i kojarzenie odpowiednich wzorow i relacji mie-
dzy wielkosciami.

10.4 Zadania

Zadanie 10.1. Oblicz wyraz pierwszy, roznice ciggu arytmetycznego i sume
10 pierwszych wyrazow, gdy:
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a) ag = 20, aip = 4,
b) as = 20, ag = 36,
c) ag = 5,a1; = 34.

Zadanie 10.2. Dla jakich wartosci x podane liczby sa kolejnym wyrazami
ciggu arytmetycznego? Podaj te wyrazy:

a) 2r — 1,2z + 5,3z + 4,

b) (z+1)% 2z + 1)%,(3z — 1)2

Zadanie 10.3. Oblicz sume wszystkich liczb dwucyfrowych ktore:
a) sa podzielne przez 3,

b) sa niepodzielne przez 5,

c¢) przy dzieleniu przez 6 daja reszte 4.

Zadanie 10.4. Czwarty wyraz ciagu arytemtycznego jest rowny 6. Oblicz
sume siedmiu poczatkowych wyrazoéow tego ciagu.

Zadanie 10.5. Drugi wyraz ciggu arytmetycznego jest réwny 4, a czwarty
wynosi 16. Oblicz sume dziesieciu poczatkowych wyrazéw o numerach parzy-
stych.

Zadanie 10.6. Ciag arytmetyczny sktada sie z 16 wyrazéw. Suma wyra-
z6w o numerach parzystych jest réwna 256, a suma wyrazéw o numerach
nieparzystych jest rowna 240. Oblicz pierwszy i ostatni wyraz tego ciggu.



Rozdziat 11

Cigg geometryczny

11.1 Definicje

Ciag geometryczny, podobnie jak arytmetyczny, jest szczegdlnym ciagiem,
ktéry spelia ponizsza (zupekie nie formalna) definicje.

Definicja 11.1 (ciag geometryczny). Ciag geometryczny jest to ciag, w kto-

rym kazdy (poza pierwszym) wyraz powstaje poprzez pomonozenie przez
pewnyg statej, ustalona liczbe ¢ wyrazu poprzedniego:

aq —4 (05} —a as —4 Qg —9 .
Liczbe g nazywamy wtedy ilorazem ciggu geometrycznego.

Uwaga 11.2. Cigg geometryczny moze by¢ skonczony badz nieskonczony.
Jesli jest to cigg nieskonczony to:

dla kazdego n € N (pt1 = Gy - q.

Jesli ciag jest skonczony i ma powiedzmy k wyrazow, to:

dla kazdego n=1,2,3,... k-1 Qpi1 = Gy - Q.

11.2 Wilasnosci ciggu geometrycznego

Fakt 11.3. Dla ciggu geometrycznego o pierwszym wyrazie a; i tlorazie q
wzor 0golny ciggu ma postac:
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Problem 11.4. Czy potrafisz udowodnié¢ powyzszy fakt? (Wskazéwka: prze-
prowadz dowdd indukeyjny).

Fakt 11.5. Cigg jest ciggiem geometrycznym wtedy i tylko wtedy gdy jest
dany wzorem funkcji wyktadniczej.

Fakt 11.6. Ogdlnie, cigg (a,) jest geometryczny, gdy dla kazdego n zachodzi:

an+1

=q iloraz jest staly (tzn. nie zalezy od n).
an

Uwaga 11.7. Trzy liczby a,b, ¢ (przy zalozeniu a # 0 A b # 0) tworza ciag
arytmetyczny wtedy i tylko wtedy, gdy:

A stad wynika wzor:
V¥ =a-c
Fakt 11.8. Kazdy wyraz ciggu geometrycznego, oprocz pierwszeqo i ostatnie-
go (o ile taki istnieje) ma te wlasnosé, ze jego kwadrat jest réwny iloczynowi
wyrazow sgsiednich:
al = (p_10n41.

Fakt 11.9. Jezeli wyrazy ciggu geometrycznego sq nieujemne, to kazdy wyraz
ciggu, oprocz pierwszego i ostatniego (o ile taki istnieje) jest Srednig geome-
tryczng wyrazow sgsiednich:

Ap = /0p—-10n41-

Przykltad 11.10. Cigg dany wzorem ogdélnym a, = 7 - 10" jest ciagiem

geometrycznym, bo
Upr  7-10"F0

= = 10.
an, 7107
Natomiast ciag a, = 1 + 10" nie jest ciggiem geometrycznym gdyz:
Qo _ 1+10M
a,  1+10n

nie jest state.

Fakt 11.11 (monotoniczno$é ciagu geometrycznego). Jesli ¢ > 1 to cigg
geometryczny jest monotoniczny:

o jesliq>1ANay >0 lubjeslil>qg>0ANa; <0, to cigg jest rosngcy,
o jesliq=1V q=0, to cigg jest staty,

o jesli1 >q>0ANay; <0 lubjesliq>1Na <0, to cigg jest malejgcy.
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11.3 Suma ciggu geometrycznego

Fakt 11.12. Suma k poczatkowych wyrazéw ciggu geometrycznego (a,) jest
rowna:

Wzor jest poprawny gdy q # 1.

Uwaga 11.13. Oczywiscie gdy ¢ = 1, ciagg geometryczny jest ciggiem statym
i sume k wyrazow liczymy z wzoru S, = k - a;.

Przyklad 11.14. Korzystajac z danego wzoru, policzymy nastepujaca sume:

24+4+8+16+ 32464+ ...+ 1024 + 2048.

Zauwazmy ze dodawne liczby tworza cigg geometryczny aq, as, ..., 0,, W
ktorym a; = 2, ¢ = 2, a, = 2048. Aby obliczy¢ liczbe wyrazéw tego ciggu
wykorzystamy wzor:

Qp = aq - qnil.
Zatem:
2048 = 2. 2"
2048 = 2"
n=11
Stad, szukana suma rowna jest:

Sy =2 L-20 12088, 2047 = 4094
HTE o T =2 o

Wskazowka: W czasie rozwigzywania zadan dotyczacych ciggu geome-
trycznego, wszelkie ,dane” i ,szukane” przedstaw w postaci oznaczen: aq,
q itp. Utatwia to koncentracje i kojarzenie odpowiednich wzoréw i relacji
miedzy wielkosciami.

11.4 Zadania

Zadanie 11.1. Tréjka liczb catkowitych tworzy ciagg geometryczny o ilora-
zie catkowitym. Gdy najmniejsza z nich zwiekszymy o 9, to powstanie ciag
arytmetyczny. Jakie to liczby?
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Zadanie 11.2. Pitka, odbijajac si¢ od ziemi osigga za kazdym razem wyso-
kos¢ wynoszaca % poprzedniej. Jak wysoko wzniosta sie pitka po pierwszym
uderzeniu, jesli po czwartym odbita sie na wysokos¢ 27 cm?

Zadanie 11.3. Podaj wzér ogdlny ciagu geometrycznego (a,) o wyrazach:
12,4, 4.
Y 73

Zadanie 11.4. Liczby b, ¢, d tworza ciag geometryczny. Wielomian: W (z) =
2% — bx? + cx + d jest podzielny przez x? — 1. Znajdz liczby b, c, d.

Zadanie 11.5. Trzy kolejne liczby tworza ciag geometryczny. Ich suma wy-
nosi 3%. Jezeli do drugiej dodamy i, a pozostate zostawimy bez zmiany, to
otrzymamy trzy kolejne wyrazy ciggu arytmetycznego. Znajdz te liczby.

Zadanie 11.6. Suma trzech liczb tworzacych cigg geometryczny jest rowna
62, a iloczyn jest rowny 1000. Wyznacz ten ciag.

Zadanie 11.7. Cztery liczby tworza ciag geometryczny. Znalezé ten ciag
wiedzac, ze suma wyrazoéw skrajnych jest rowna 36, za$ suma wyrazéw srod-
kowych 24.

Zadanie 11.8. Miedzy liczby 27 i % wstaw trzy takie liczby, aby z danymi
liczbami tworzyty ciag geometryczny.

Zadanie 11.9. Trzy liczby tworza ciag geometryczny. Suma tych liczb jest
rowna 93. Liczby te sg rowne odpowiednio pierwszemu, drugiemu i siddmemu
wyrazowi ciggu arytmetycznego. Znajdz te liczby.

Zadanie 11.10. Trzy liczby x, y, z, ktorych suma jest réwna 26 tworza ciag
geometryczny. Liczby x+1, y+6, z+3 tworza ciag arytmetyczny, Znajdz te
liczby.

Zadanie 11.11. Miedzy liczby 2 i 12 wstaw dwie liczby tak, aby trzy pierw-
sze tworzyly cigg geometryczny, a trzy ostatnie cigg arytmetyczny.

Zadanie 11.12 (%). Cztery liczby tworza ciag geometryczny. lloczyn logaryt-
mow dziesietnych pierwszej i czwartej liczby wynosi 8, a iloczyn logarytmow
drugiej i trzeciej liczby wynosi 0. Znajdz te liczby.

Zadanie 11.13 (x). Suma trzech liczb tworzacych ciag geometryczny jest
rowna 62. Suma logarytméw dziesietnych tych liczb jest rowna 3. Wyznacz
ten ciag.

Zadanie 11.14. Wyznacz dwa ciagi: arytmetyczny aq, as, as i geometryczny
bl, bg, bg takie, ze:

CL1b1 = l,CLQbQ = 4,@3()3 = 12,@1 +as + a3 = 6.
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11.5 Procent prosty i skladany - elementy ma-
tematyki finansowej

7 ciggami spotykamy sie czesto w zyciu codziennym w sytuacjach zwiazanych
z lokatami bankowymi i kredytowymi. Wptacajac do banku kwote pieniedzy
na lokate dhugoterminows, mozemy mie¢ do czynienia z tzw. procentem pro-
stym (stalym) lub sktadanym.

Zalozmy, ze wplacamy do banku kapital k, oprocentowany na p% w sto-
sunku rocznym.

Zal6ézmy, ze odsetki nie sa dopisywane do kapitatu po uptywie kazdego
roku, tzn. co roku procent p liczony jest od kwoty kapitatu poczatkowego. Po
roku oszczedzania, nasz kapitat wynisie k(145;). W nastepnym roku, kapitat
wyniesie: k(14 £5) 4+ k - 55 = k(1 + 155). Ogolnie po uplywie kazdego roku
do naszej lokaty dopisywana jest stata kwota wynoszaca k - {55. Zauwazmy,
ze mamy tu do czynienia z ciggiem arytemtycznym o wyrazie ogélnym k,, =
k(1 + {55)- Taki sposob naliczania odesetek nazywamy procentem prostym
(statym).

Czesto jednak zdarza sie, ze co roku (lub z inna okreslona czestotliwo-
Scia), odsetki doliczane sa do kapitatu od ktérego liczony jest procent. Biorac
to pod uwage, nasz kapital po uptywie roku réwny jest (podobnie jak po-
przednio) k(1+ 15). W nastepnym roku jednak, oprocentowaniu podlega juz
nowa kwota. Po dwdch latach stan konta réwny jest k(1 + 1%0)2 i po kazdym
nastepnym roku zostaje pomnozony przez (1+ 1%0). Zauwazamy wiec, ze ma-
my tu do czynienia z ciagiem geometrycznym, ktérego n-tym wyrazem jest
kn = k(1 4+ 55)". Taki spos6b naliczania odsetek nazywany jest procentem
sktadanym.

W matematyce finansowej, dopisywanie odsetek do podstawy kapitatu
od ktorego naliczane jest dalsze oprocentowanie nazya sie kapitalizacja od-
setek. W przypadku lokat, gdzie wystepuje opisana wyzej sytuacja z pro-
centem sktadanym, odsetki sa kapitalizowane z okre§lona czestotliwoscia (na
przyklad co roku). W przypadku procentu prostego, kapitalizacja odsetek
nastepuje tylko raz, w momencie zakonczenia oszczedznia.

W zacigganych kredytach jest podobna sytuacja, z ta réznica, ze naliczane
sa odsetki za zwtoke.

Problem 11.15. Zastanéw sie, ktory ze sposobéw naliczania odsetek jest bar-
dziej optacalny dla klienta banku, w przypadku lokat oszczednosciowych oraz
kredytow.

Problem 11.16 (x). Podane wzory na procent sktadany sa poprawne w przy-
padku rocznej kapitalizacji odsetek. Zastanéw sig¢, jak nalezy je zmodyfi-
kowa¢, aby byty poprawne dla dowolnej czestotliwosci kapitalizacji odsetek
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wynoszacej m miesiecy. Pamigtaj, ze oprocentowanie p podaje si¢ zazwyczaj
w skali roku.

Uwaga 11.17. Wigkszos¢ lokat bankowych stosuje procent sktadany do na-
liczania odsetek. Jesli wiec w zadaniu nie sprecyzowano jak naliczane sg od-
setki, nalezy przyjac¢ ze chodzi o procent sktadany.

11.6 Zadania

Zadanie 11.15. Na lokate terminowa (18-miesieczna) wptacono 5000 zt. Po
18 miesigcach, bank wyptacit 5495,52 zt. Ile (w skali roku) wynosito opro-
centowanie lokaty, jesli bank kapitalizowat odsetki co p6t roku?
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