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1 Wzory skr6conego mnozenia

W rozdziale tym podamy kilka wzoréw ktore utatwiaja obliczanie wielu zadan rachunkowych.
Fakt 1.1 (wzory skréconego mnozenia). Dla dowolnych liczb rzeczywistych a,b zachodzi:

o (a+0)?=a®+2ab+ 1

o (a—10)*=a%—2ab+1?,

e (a+0b)(a—0b)=a*>—01

Uwaga 1.2. Istnieja réwniez wzory skroconego mnozenia dla poteg wyzszych niz 2. W
szczegolnoscei, czesto bedziemy korzystaé z wzorow, w ktorych wystepuja wyrazenia w 3
potedze. W nastepnym podrozdziale oméwimy takie wzory.

Uwaga 1.3. Jesdli kiedykolwiek zdarzy Ci sie zapomnie¢ ktorys z wzordéw skréconego mnoze-
na, mozesz w bardzo prosty sposob wyprowadzi¢ go sobie. Wyprowadzmy dla przyktadu wzor
na (a + b)% Po pierwsze trzeba zapisa¢ kwadrat jako iloczyn, czyli (a +b)* = (a + b)(a + b),
a nastepnie po prostu wymnozy¢ nawiasy, czyli: (a+b)(a+b) =a-a+a-b+b-a+b-b. Po
uporzadkowaniu otrzymanego wyrazenia dostajemy nasz wzér. W ten sposdb mozna réw-
niez wyprowadzi¢ dowolne wzory skréconego mnozenia (dla dowolnej potegi), jednak jest to
bardzo czasochlonne (jesli potega jest duza).

2 Wzor Newtona

W tym rozdziale podamy uogélnione wzory skroconego mnozenia, ktére pozwalaja obliczy¢
wyrazenia postaci: (a + b)", gdzie n jest liczba naturalna.
2.1 Silnia

Aby wprowadzi¢ uogélnione wzory skréconego mnozenia, musimy najpierw zdefiniowaé silnie,
ktora bedzie pojawiaé sie we wzorze na symbol Newtona. Zacznijmy od formalnej definicji.

Definicja 2.1 (silnia). Silnig nazywamy funkcje f, ktorej dziedzina jest zbiér liczb natural-
nych, oraz ktéra spetnia nastepujace warunki:

{f(0>=1
fin+1) = f(n)-(n+1)

Zwyczajowo piszemy n! zamiast pisaé f(n).



Formalna definicja silni moze wydac¢ sie poczatkowo mato czytelna. Taka definicja jest
bowiem przyktadem definicji rekurencyjnej. Rekurencja, to sposéb definiowania funkcji, lub
ogolnie pojeé, ktory w tresci definicji odwotuje sie sam do siebie. Zauwazym, ze aby wyliczy¢
wartos¢ silni dla jakie$ liczby naturalnej £, musimy najpierw poznac jej wartos¢ dla liczby
k—1itd. Wydawac by sie mogto, ze taki zapis prowadzi jedynie do komplikacji. Nie zawsze tak
jest. Czasem oczywiscie podanie wzoru jawnego (zwyklego — nierekurencyjnego) jest mozliwe
i miare proste. Czasem jednak nie da si¢ w ogéle podaé¢ innego wzoru niz rekurencyjny, badz
wzor rekurencyjny okazuje by¢ duzo wygodniejszy od innych.

Przyktad 2.2. Policzmy dla przyktadu, korzystajac z wzoru rekurencyjnego, wartosé 7!:
MN=6!-7=5-6-7=41-5-6-7=
=3-4.5.6-7=2-3-4-5-6-7=

=1-2.3-4.5-6-7=0'-1-2-3-4-5-6-7=
=1-1-2-3-4-5-6-7=>5040

Jak wida¢, musieliSmy sie sporo nameczy¢ rozpisujac z definicji poszczegdlne silnie. Na szcze-

Scie w praktyce nigdy tak nie liczymy silni.

Analizujac powyzszy przyktad tatwo zauwazy¢ pewng prawidtowosé, ktora w duzym stop-
niu utatwi obliczanie silni.

Uwaga 2.3 (obliczanie silni). Silnia liczby naturalnej n > 0 jest to iloczyn liczb 1,...,n,
czyli:
nl=1-2-...-n.
Jako ciekawostke mozna powiedzie¢, ze silnia jest funkcja bardzo szybko rosnaca. Jak

widzieliémy w przyktadzie juz 7! jest liczbg bardzo duza. Dla przyktadu ponizej podamy
kilka wartosci silni:

71 =15040 14! =87178291200 21! = 51090942171709440000.

Wspblczesnie uzywane kalkulatory moga zazwyczaj policzy¢ silnie dla n réwnych okoto 60.
Da si¢ napisa¢ programy komputerowe liczace silnie dowolnie duzych liczb, jednak domy$l-
nie wiekszo$¢ jezykow programowania nie obstuguje tak wielkich liczb (tzn. trzeba samemu
wymy$li¢ ich obstuge).

Problem 2.1. Jedli potrafisz programowaé¢ w ktoryms z jezykéw programowania (np. Pascal,
C, Java), to napisz dwie wersje funkcji liczacej silnie. Jedna niech bedzie funkcja zdefiniowa
rekurencyjnie, druga iteracyjnie (np. z wykorzystaniem petli for). Sprawdz jak duze wartosci
silni mozna wyliczy¢ stosujac standardowe typy danych.

2.2 Symbol Newtona

W poprzednim punkcie zdefiniowalidémy silnie. Bedzie nam ona potrzebna po to aby zdefi-
niowac¢ kolejne pojecie jakim jest symbol Newtona.

Definicja 2.4 (symbol Newtona). Symbolem Newtona dla liczb naturalnych n, k takich, ze
n > k nazywamy liczbe dang wzorem:

n!
El(n —k)!

()

Napis (Z) czytamy ,n po k7 albo ,n nad k7.

1 oznaczamy przez:



Doktadniejsze znaczenie tej liczby poznamy, zajmujac sie kombinatoryka i rachunkiem
prawdopodobienstwa. Poki co interesujace dla nas bedg podstawowe wlasnosci symbolu New-
tona, ktore zebrano w ponizszym fakcie.

Fakt 2.5. Dla dowolnych liczb naturalnych n, k, takich, ze n > k, zachodzi:

1) =) G ()=
=G+ ()

Problem 2.2. Sprébuj udowodni¢ powyzszy fakt. Jesdli potrafisz, mozesz zastosowaé zasade
indukcji matematycznej (o ktorej bedziemy méwié pézniej).

2.3 Trdéjkat Pascala

Wrtasnosci odnosnie symbolu Newtona, zebrane w ostatnim fakcie, umozliwiag nam budowe
trojata Pascal, ktory sktadac sie bedzie z kolejny symboli Newtona.

Definicja 2.6 (trojkat Pascala). Trojkat Pascala, to trojkat postaci:

o0 6 G

Oczywiscie trojkat Pascala jest nieskonczony. W definicji wypisano tylko pie¢ pierwszych
jego wierszy.

Bardzo tatwo wyliczy¢ poszcezegdlne wartosci symboli Newtona wystepujace w tréjkacie
Pascala, w ogdle nie uzywajac silni. W(ystarczy pamietac¢, ze na bokach trojkata zawsze beda

liczby 1 (wynika to z faktu, ze (Z) = ’;) = 1). Wartosci wewnetrzne natomiast otrzymujem

stosujac wzor: (Z) = (Zj) + (";1) Aby wiec wyliczy¢ warto$é w jakim$ miejscu wewngtrz
trojkata, wystarczy zsumowac dwie liczby ktore znajduja sie bezposrednio nad tym polem
po prawej i lewej stronie.

Trojkat Pascala mozna stosowaé¢ do szybkiego liczenia wartosci symbolu Newtona, bez
potrzeby stosowania silni ani dzielenia. Okazuje si¢ jednak ze trojkat Pascala ma zadziwiajace

wartosci.
Fakt 2.7 (wlasnosci trojkata Pascala). W trdjkqcie Pascala zachodzg nastepujgce wlasnosci:

o Sumy poszczegolnych, kolejny wierszy trojketa Pascala, to kolejne potegi dwaéjki. Innymi

o )+ () e () + ()=



e Naprzemienne dodawania i odejmnowanie kolejnych wyrazéw w danym wierszu (poza
pierwszym) zawsze daje zero. Innymi stowy:

(0) - () (6) =) =

co mozna tadniej zapisac:

o) () ) e () =0

Problem 2.3. Czy potrafisz wyjasni¢, dlaczego ,tadniejszy” zapis drugiego podpunktu po-
wyzszego faktu jest poprawny?

2.4 Uogoblnione wzory skréconego mnozenia

Po tym przydtugim wstepie, mozemy przejs¢ do sedna tej czesci, czyli do podania wzoru
Newtona, czyli uogélnionego wzoru skroconego mnozenia.

Fakt 2.8 (uogdlniony wzory skréconego mnozenia). Dla dowolnych liczb a,b zachodzq wzory:

n __ n n n n—1 n n—212 n n—31.3
(a+0b) —<0>a —|—<1>a b+<2>a b —|—<3>a b+
+...+( " >ab”‘1+<n>b".

n—1 n

Problem 2.4. Na podstawie powyzszego wzoru, podaj analogiczny wzér dla wyrazenia: (a —

b)". Wskazowka: podstawa zamiast b liczbe (—b) i zastosuj podany wzor dla (a + (—b))".

Uwaga 2.9. Istnieje prostszy i bardziej ,elegancki” zapis dtugich sum. Zamiast pisa¢ wzor
w ktorym pojawiaja sie ... mozemy uzy¢ symbolu Y. Ze wzgledu jednak, ze taka forma
wykracza poza program liceum, podamy tylko dla zainteresowanych, wzoér Newtona zapisany
z zastosowaniem tego sposobu:

wror =3 (Do

k=0
Uwaga 2.10. Zauwaz, ze kolejne wspotczynniki wystepujace we wzorze Newtona, stanowia

doktadnie jeden z wierszy trojkata Pascala.

Zmajac wzor Newtona mozemy tatwo udowodni¢ wtasnosci trojkata Pascala o ktorych by-
ta mowa w poprzednim podrozdziale. Zgodnie z tym co powiedzielismy w powyzszej uwadze,
wspotezynniki z wzoru Newtona to jeden z wierszy trojkata Pascala. Korzystajac z wzoru
Newtona rozpiszmy wyrazenie (1 + 1)", ktére oczywiscie réwne jest 2™:

2"2(1+1)"=<g>~1”~10+(71l)~1”1~11+...+<Z>~10~1”:
:(g)+(q)+...+(nﬁl)+(g).

Otrzymalidmy wiec, ze suma wyrazoéw n—tego wiersza trojkata Pascala, rowna sie 2. Podob-

nie, rozwazajac wyrazenie (1 — 1)” mozna udowodni¢ druga z wtasnosci trojkata Pascala.

Problem 2.5. Udowodnij druga z wtasnosci trojkata Pascala.



3 Zadania

Zadanie 1. Przypomnij podstawowe wtasnosci dodawania, odejmowania, mnozenia i dzie-
lenia.

Zadanie 2. Przypomnij podstawowe wtasnosci potegowania.

Zadanie 3. Zapisz w postaci sumy (réznicy) ponizsze wyrazenia:

a) (2z+1)2,
b) (2z —3)(2z + 3),
c) (z+3)%
d) (5 - %)%
e) (—a—>b)(—a+0)

b) (-2 —(z-2)— (v -2),

)

)

c) 2(t —4)(t+4) — (2t + 3)%,

d) (z+y)°—(z—y)

e) [(p+29)° = (2p — 9)*] — 6pa(3p + q),
£) [(a - 2b)(a + 2b).

Zadanie 5 (). Roz167 na czynniki:

a) 222 + 292,

b) 2a2b — dab?,

a2 v
25 167

)
)
c) 8p* —4dp’ + 2p?,
d)
) 22% —8.

Zadanie 6 (xx). Dopisz brakujace nawiasy z lewej strony réwnosci, tak aby zachodzita
réwnosc:

a) 4-204+y—6z+1-7T-24+y+ax—y-z=x—-3y+z(x—y—6)+1,

b) z-x+y+z—zx+y—z-o+v-z2=UY+z)-c—(x+2)-y+y-z

Zadanie 7. Na podstawie uogélnionego wzoru skréconego mnozenia, podaj wzor na:
a) (a+0b)3,

b) (a—10)°,

c) (a+0b)*

Zadanie 8 (x). Podaj wzor na (a + b+ ¢)". Wskazéwka: (a + b+ ¢)” = (a+ (b+¢))™.



