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1 Funkcje liczbowe — wprowadzenie

Istnieje nieskonczenie wiele funkcji w matematyce. W dodaktu, nie wszystkie sa liczbowe.
Rozpatruje sie funkcje ktére pobieraja argumenty i zwracaja wartosci bedace elementami
bardzo abstrakcyjnych zbiorow. Bez wzgledu jednak na to jakie by te zbiory nie byty, waz-
ne jest jedno — funkcja to przyporzadkowanie. Funkcja przyporzadkowuje elementy jednego
zbioru, elementom innego. Aby byla to funkcja w sensie matematycznym, dla kazdego ele-
mentu zbioru argumentow, ktory bedziemy nazywaé dalej dziedzing, musi by¢ przypisany
doktadnie jeden element ze zbioru wartosci. W dalszej czesci tego opracowania, bedziemy
zajmowac sie tylko funkcjami, ktorych dziedziny i zbiory wartosci sa zbiorami liczbowymi.

1.1 Sposoby opisu funkcji

Funkcje matematyczne mozna opisywaé na wiele sposobow. W wigkszosci przypadkéw w za-
daniach jakie bedziemy rozwiazywac, bedziemy spotykac¢ funkcje podane za pomocag wzorow.
Zdarza si¢ jednak, ze napisanie jawnego (tzn. takiego w ktérym podajemy doktadny przepis
na wyliczenie f(x), ktéry wymaga tylko tego abysmy znali warto$¢ x) wzoru jest niemozliwe
(lub bardzo trudne). Czasem mozna zastsowaé, omawiany juz wczesniej wzor rekurencyj-
ny, jednak i to nie zawsze pomaga. Woéwczas mozna, a czasem nawet trzeba zastosowac inny
opis funkceji. Czesto spotyka sie wiec funkcje opisane: grafem, tabelka, lub nawet tylko opisem
stownym ich dziatania.

Przyktad 1.1. Aby pokaza¢ problem z opisem funkcji, rozwazmy popularna w matematyce
funkcje ,podloga”!. Funkcja ,podloga” w skrocie jest zaokragleniem liczby w dél, to znaczy,
jest to funkcja, ktéra kazdej liczbie rzeczywistej x przypisuje najblizsza jej liczbe catkowita,
ktéra jest mniejsza badZ réwna od x. Symbolicznie ,podloge z 2”7 zapisujemy: |z|. Trudno
jednak wyobrazi¢ sobie wzor opisujacy ta funkcje. Prawdopodobnie jest mozliwy do zapisa-
nia, lub przynajmniej do opisania symbolami matematycznymi, jednak taki wzor/opis bytby
strasznie nieczytelny w poréwnaniu z opisem stowym.

1.2 Oznaczenia

Czesto stosowaé¢ bedziemy nastepujace oznaczenie dla funkcji:
f: X =Y,

gdzie zbiér X jest dziedzina funkcji f (czesto oznaczanym przez Dy lub D), natomiast zbior
Y jest przeciwdziedzina funkcji f. Zapis taki czytamy: ,funkcja f przeprowadza zbior X w
zbior Y7 lub ,funkcja f dziata ze zbioru X w zbior Y.

Nazwy X i Y jako zbiory argumentow i wartosci, oraz literki x i y dla oznaczenie ar-
gumentu i wartosci, stosowane sg zwyczajowo. Bardzo czesto jednak literki te ulega¢ beda
zmianie. Czesto aby podkresli¢, ze argument jest liczbg naturalng? rozwazamy funkcje f(n).

stnieje tez funkcja ,sufit”, zapisujemy ja: [2]. Czy umiesz, przez analogie, domysle¢ si¢ jak dziala?
2Takie szczegdlne funkcje zazwyczaj nazywa sie ciagami nieskonczonymi.



Sama nazwa funkcji rowniez moze si¢ zmienia¢ zaleznie od potrzeb. Na przyktad w zadaniach
fizycznych czesto mozna spotkaé funkcje V' (), ktéra okresla zaleznosé predkosci V' od czasu
t, ktory jest argumentem.

1.3 Dziedzina i dziedzina naturalna funkcji

Dziedzing funkcji jest zbior argumentow, czyli méwigc potocznie, zbiér takich ,z-6w” dla
ktorych mozemy policzy¢ wartosé f(x). Bardzo czesto dziedzina jest narzucona przez warunki
danego zadania. Na przyktad gdy liczymy liczbe oséb w klasie, albo cene towaru. Wiemy
wtedy, ze szukana liczba nie moze by¢ ujemna. W przypadku liczby osob musi nawet by¢
naturalna. Zdarza si¢ jednak, ze dziedzina nie jest wymuszona przez warunki zadania, nie
jest podana ani nie ma zadnych powodéw aby ja ogranicza¢. Wtedy przyjmujemy domyslnie,
ze dana jest tzw. dziedzina naturalna. Dziedzing naturalng funkcji f nazywamy zbior
wszystkich argumentow, dla ktorych da sie policzy¢ wartosé funkeji, nie zaleznie od tego czy
ma to jaki§ sens praktyczny czy nie.

Przyklad 1.2. Funkcja kwadratowa, na przyklad postaci f(x) = 22 + 3z — 1, moze pojawi¢
sie¢ przy liczeniu zadan z symbolem Newtona. Oczywidcie wzor jest poprawny dla dowolnej
liczby rzeczywistej. Tak wiec dziedzing naturalna takiej funkcji jest R. Jesli jednak rozwa-
zaliSmy zadanie z symbolem Newtona, to argument prawdopodobnie bedzie mogt by¢ tylko
liczba naturalng. Tak wiec dziedzing funkcji f bedzie zbior liczb naturalnych: N.

Uwaga 1.3. Przed rozwigzywaniem jakiegokolwiek zadania, zastanéw sie jaka jest dziedzina
funkcji w nim wystepujacych.

1.4 Zbiér wartosci funkcji

Zbior wartosci funkcji f: X — Y jest to zbior ztozony ze wszystkich elementéw postaci
f(z), gdzie x € X. Jest to oczywiscie podzbiér zbioru Y. Oznaczamy go f(X). Symbolicznie
mozemy wiec zapisac:

fX)={y:y=fla),z € X}.
Jesli dany jest wykres funkcji f, to zbiér wartosci mozna otrzymac rzutujac ten wykres na
0$ OY:

5| y = (3x2)f(x"2-1)
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Zbiorem wartosci jest (—oo, —3) U (1, 00).

1.5 Roéwnosé funkcji

Zagadnienie rownosci funkcji moze wydawacé sie dos¢ proste, jednak jest bardzo istotne i
wazne.

Definicja 1.4 (réwnosé funkeji). Méwimy, ze dwie funkcje liczbowe f i g sa rowne, wtedy i
tylko wtedy, gdy:



e maja te same dziedziny,
e dla kazdego elementu z z dziedziny, zachodzi f(z) = g(x).

Drugi z warunkow powyzszej definicji sprowadza sie wlasciwie tylko do tego, aby pokazac,
ze obie funkcje daja sie wyrazi¢ tym samym wzorem.

Przyktad 1.5. Rozwazmy funkcje f(z) =z — 1 oraz g(x) = % Po pierwsze spraw-

dzamy réwnosé dziedzin. Jakoze, nie podano zadnego ograniczenia przyjmujemy w obu przy-
padkach dziedzing¢ naturalng. Jak nie trudno zauwazy¢, Dy = Dy, = R. Wida¢ réwniez, ze
funkcje g mozna zapisaé w prostszej postaci: g(x) = x — 1. Wobec tego funkcje f i g sa
rowne.

Przyktad 1.6. Rozwazmy funkcje f(x) = z — 1 oraz g(x) = % Podobnie jak po-

przednio, funkcje g mozna zapisaé w postaci g(x) = x — 1. Jednak funkcje f i g nie sa réwne,
poniewaz dziedzing funkcji g moze byé conajwyzej zbior R\{—2}, natomiast dziedzina funkcji
f jest zbior R.

1.6 Funkcja monotoniczna

Monotoniczno$¢ jest jedng z podstawowych wtasnosci funkcji.

Definicja 1.7 (funkcja rosnaca). Funkcje f nazywamy rosnaca w dziedzinie wtedy i tylko
wtedy, gdy:
T1,T2 € Dyf; 11 < 29 = f(21) < f(22).

Definicja 1.8 (funkcja malejaca). Funkcje f nazywamy malejaca w dziedzinie wtedy i tylko
wtedy, gdy:
T1,T2 € Dyf; 11 < 29 = f(21) > f(22).

Definicja 1.9 (funkcja stala). Funkcje f nazywamy stala w dziedzinie wtedy i tylko wtedy,
gdy:
x1, 72 € Dy; f(21) = f(22),

niezaleznie od tego czy x1 = x9 czy nie.

Warunki zawarte w definicjach w praktyce sprowadzaja sie do pokazania, ze dla dowolnych
x1, Ty z dziedziny funkcji, takich, ze x1 < x5, zachodzi:

e f(x1)— f(x2) <0 w przypadku funkcji rosnacej,
e f(x1) — f(x2) > 0 w przypadku funkcji malejacej,
o f(x1) — f(x2) = 0 w przypadku funkcji statej.

Oczywiscie zdarza sie czesto, ze funkcja nie jest monotoniczna w swojej dziedzine. Przy-
ktadem jest funkcja f(z) = x?. W takim przypadku wygodnie jest méwi¢ o monotonicznosci
na przedziale3. Monotonicznoéé na przedziale definiujemy doktadnie tak jak monotonicznoséé
w dziedzinie, z tg réznica, ze x1, ro muszg naleze¢ do rozpatrywanego przedziahu.

Uwaga 1.10. Istnieja funkcje, ktore nie sg monotoniczne na zadnym podzbiorze swojej
dziedziny.

3Lub ogdlniej na podzbiorze dziedziny.



1.7 Funkcja réznowartosciowa

Funkcja nazywa sie r6znowartosciowq jesli dla réznych argumentéw przyjmuje rozne war-
tosci. Formalnie mozemy napisa¢ wiec, ze funkcja f jest réznowartosciowa wtedy i tylko
wtedy, gdy:

T, T € Dy; @1 # 20 = f(21) # e

Majac wykres badanej funkcji sprawdzamy czy jest ona réznowartosciowa, obserwujac ile
punktéow wspoélnych z wykresem moga mieé¢ proste réwnolegle do osi OX. Jesli kazda taka
prosta réwnolegla od osi OX ma co najwyzej jeden punkt wspolny z wykresem, to znaczy, ze
dana funkcja jest réznowartosciowa. Jesli natomiast choé jedna z nich ma dwa (lub wiecej)
punktéw wspolnych, oznacza to, ze badana funkcja nie jest roznowarto$ciowa.
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1.8 Funkcja odwrotna

Funkcja odwrotng do funkcji f nazywamy funkcje f~! taka, ze jesli f(x) =y to f~1(y) = z.
Dziedzing funkcji £~ jest wiec zbiér wartosci funkeji f, natomiast zbiorem wartoséci funkeji
=1 jest dziedzina f.

Uwaga 1.11 (warunek konieczny i wystarczajacy istnienia funkcji odwrotnej). Nie kazda
funkcja posiada funkcje odwrotng. Na to aby funkcja f posiadata funkcje odwrotna potrzeba
i wystarcza, aby f byta réznowartosciowa.

Fakt 1.12 (wykres funkcji odwrotnej). Wykres funkcji odwrotnej f=' mozna otrzymaé z
wykresu funkcji f poprzez symetrie wzgledem prostej y = x.

Wiynika stad, ze jesli dane jest réwnanie wykresu funkeji f: y = f(x), to réwnanie wykresu
funkcji f~! jest postaci x = f(y). Wystarczy z tego réwnania wyliczy¢ y i mamy gotowy
wzor na funkcje fL.

Przyktad 1.13. Niech dana bedzie funkcja f(x) = 3z — 4. Wowcezas réwnaniem wykresu
funkcji f jest y = 3x — 4. Zmieniajac ¥y na x i x na y otrzymujemy réwnanie wykresu f!:

r =3y —4,
4
stad yzx;r :

. 1 4
czyli y= gx + 3

1.9 Parzystosé funkcji

Definicja 1.14 (funkcja parzysta). Funkcje f nazywamy parzysta, o ile dla kazdego argu-
mentu z € Dy zachodzi warunek f(—z) = f(z).

Przyklad 1.15. Rozwazmy funkcje f(x) = 2% Latwo pokazaé, ze dla kazdego z € R
zachodzi x? = (—xz)?. Oznacza to, ze funkcja f jest parzysta. Kiedy narysujemy wykres
funkcji f, tatwo zauwazymy, iz jest on symetryczny wzgledem osi OY.
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Okazuje sie, ze wykresy wszystkich funkcji parzystych maja taka wlasnosc.

Fakt 1.16 (wykres funkcji parzystej). Jesl funkcja f jest parzysta to jej wykres jest syme-
tryczny wzgledem osi OY i odwrotnie, jesli wykres funkcji f jest symetrzyczny wzgledem osi
OY to funkcja ta jest parzysta.

Definicja 1.17 (funkcja nieparzysta). Funkcje f nazywamy nieparzysta, o ile dla kazdego
argumentu z € Dy zachodzi warunek f(—xz) = —f(x).

Przyklad 1.18. Rozwazmy funkcje f(x) = 23. Latwo pokaza¢, ze dla kazdego z € R
zachodzi (—z)? = —(2%). Oznacza to, ze funkcja f jest nieparzysta. Kiedy narysujemy wykres
funkcji f, tatwo zauwazymy, iz jest on symetryczny wzgledem punktu (0, 0).

SY y=x"3

Okazuje sie, ze wykresy wszystkich funkcji nieparzystych maja taka wtasnosc.

Fakt 1.19 (wykres funkcji nieparzystej). Jesli funkcja f jest nieparzysta to jej wykres jest
symetryczny wzgledem punktu (0,0) i odwrotnie, jesli wykres funkcji f jest symetrzyczny
wzgledem punktu (0,0) to funkcja ta jest nieparzysta.

Uwaga 1.20. Pojecia parzystosci i nieparzystosci nie wykluczaja si¢ wzajemnie. Istnieja
funkcje ktore sa zar6wno parzyste jak i nieparzyste (czy umiesz podaé przyklad?) oraz takie
ktore nie sa ani parzyste ani nieparzyste (mowimy wtedy o nich, ze sa nieokreslone wzgledem
parzystosci).

Uwaga 1.21 (dziedzina funkcji okreslonych co do parzystosci). Czasem bardzo tatwo stwier-
dzi¢, ze funkcja nie moze by¢ okreslona wzgledem parzystosci. Jesli bowiem funkcja miataby
by¢ parzysta lub nieparzysta, jej wykres musiatby zachowywacé symetrie wzgledem osi OY lub
punktu (0,0). A skoro tak, to réwniez dziedzina tej funkcji musi by¢ symetryczna wzgledem
zera. Jesli nie jest, to funkcja napewno nie bedzie okreslona co do parzystosci.



2 Zadania

Zadanie 1. Wyznacz dziedzing (naturalng) i zbiér wartosci funkeji:

z(z—1)(z+2)(4z—3)
3424z )

Zadanie 2. Zbadaj, czy funkcje f i g sa rowne:
a)f(>_]‘g() 2'2:61_,127

b) flz) =2, gla) =a- 3,

¢) f(x) =, glx) = h(v/2), gdzie h(z) = 2,

d) f(@) =2, g(x) = h(a?), gdzie h(x) = V&,

©) f(x) =, glx) = h(}), gdzie hiz) = 1,

) f(r) = cosw —sina, g(x) = (orDenriing,
8) f(2) = &, gla) =2 h(«?), gdzie hiz) = £.

Zadanie 3. Korzystajac z definicji, zbadaj monotonicznos¢ funkcji:
flz) =23 -2,
b) f(z) = =3z +1,
d) flz) =
fla) = f +1.

Zadanie 4. Korzystaj@c z definicji, zbadaj parzystos¢ funkeji:

a)

) f

c) f(xz) =1 w przedziale z € (0, +00),
) [

e)

a) f(z) =

b) f(z )—x +1,
c) f(z) =
d)f()—4x
e) f(z) =

Zadanie 5. Znajdé funkcje odwrotng do danej, lub uzasadnij jej nieistnienie:

b) f(z) =a® + o +1,
0) fla)=a?,
d) f(z) = ¥a.



