Zajecia nr. 6:
Réwnania 1 uktady rownan liniowych

13 maja 2005

1 Podstawowe pojecia.

Definicja 1.1 (ré6wnanie liniowe). Réwnaniem liniowym bedziemy nazwyaé rownanie posta-
ci: ar = b, gdzie x oznacza niewiadoma, natomiast a i b to parametry.

Rozwiaza¢ powyzsze réwnanie oznacza znalez¢ wszystkie liczby, ktére podstawione w
miejsce = spetniaja rownosc. Jesli nie zaznaczono tego inaczej, przyjmujemy, ze x moze by¢
dowolng liczba rzeczywista.

Przeanalizuj ponizsze przyktady i sprawdz czy rozumiesz skad wziety sie takie, a nie inne
wyniki.

Przyklad 1.2. Rozwigzaniem réwnania 2x = 0 jest doktadnie jedna liczba: 0.

Przyklad 1.3. Rozwiazaniem rownania Ox = 0 jest zbior wszystkich liczb rzeczywistych
(méwimy tez, ze pierwiastkiem tego rownania jest dowolna liczba rzeczywista).

Przyklad 1.4. Rozwiazaniem réwnania Ox = 3 jest zbior pusty, co oznacza, ze zadna liczba

rzeczywista nie jest pierwiastkiem tego réwnania.

1.1 Liczba rozwigzan réwnania liniowego.

Fakt 1.5. Ogdlnie, rozwigzujgc rownanie liniowe ax = b otrzymujemy:
1. jedno rozwigzanie postaci r = —2, jesli a # 0,
2. nieskonczenie wiele rozwigzan (czyli x € R), jesli a = 0 1 jednoczes$nie b = 0,

3. 2bidr pusty - brak rozwigzar (x € D), jeslia =10 ib #0.

Whniosek: Roéwnanie liniowe moze mie¢ 0, 1 lub oo rozwiazan.

2 Roéwnania liniowe z zalozeniami.

W réwnaniach linowych, o ktérych pisaliémy dotychcezas, zaktadano (chociaz nie byto to
nigdzie wyraZnie napisane), ze x moze by¢ dowolng liczba rzeczywista (jest to podobnie jak
w przypadku funkcji - dziedzina naturalna). Moze si¢ jednak zdarzy¢, ze réwnanie bedzie
miato dziedzine zadana z géry. Ponizsza definicja jest wtasciwie rozszerzeniem poprzednie;j.

Definicja 2.1 (réwnanie liniowe z zalozeniami). Réwnanie postacie ax = b przy zalozeniu
x € D nazywamy liniowym (z zalozeniami), a zbiér D nazywamy dziedzina tego réwnania.



Oczywiscie, przy poszukiwaniu rozwiagzania takiego rownania, interesuja nas tylko takie
liczby x ktore spetaniajg dane rownanie i jednoczesnie naleza do zbioru D.

Przyklad 2.2. Rozwiazmy rownanie 3z = 5 przy zatozeniu x € N. Oczywiscie réwnanie
takie nie ma rozwigzan, otrzymujmy zbiér pusty (x € 0). (dlaczego?)

Przyktad 2.3. Rozwazmy réwnanie 6z = 2 przy zalozeniu z € (0,00). Réwnanie to ma
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jedno rozwigzanie x = 3.
Przyktad 2.4. Réwnanie 0x = 0 przy zalozeniu = € (0, c0) ma nieskoriczenie wiele rozwia-
zan, czyli ... jego rozwiazaniem jest cata dziedzina (wszystkie liczby z dziedziny spelniaja to
réwnanie), czyli: z € (0, 00).

Najprostszym sposobem rozwigzania réwnania liniowego ax = b z zalozeniem x € D jest
rozwigzanie ,zwyklego” réwnania liniowego, a nastepnie obliczenie czesci wspdlnej zbioru
rozwigzan oraz zbioru D.

Uwaga 2.5. Jesli w czasie pracy nad rozwiazaniem jakiegos problemu otrzymasz réwnanie
(niekoniecznie liniowe) ZAWSZE zastanéw sie, czy nie jest ono ,obarczone” jakims zaloze-
niem.

Przyklad 2.6. Sprébujmy rozwiagza¢ zadanie o nastepujacej tresci: Jeden bilet do kina
kosztuje 10 zt. Za ile takich biletéw zaptacisz 37 zt? Aby rozwigza¢ to zadanie, musimy w
zasadzie rozwiazaé¢ proste réwnanie: 10x = 37, ale przy zalozeniu = € N (dlaczego?) - i
oczywiscie okazuje si¢, ze rozwigzaniem jest zbiér pusty.

Przyktlad 2.7. Rownanie postaci: _;_;23 = % jest oczywiscie rownowazne réwnaiu —2x = 4,

gdzie © # —2 (dlaczego?). Jest to réwnanie sprzeczne (zbiorem rozwiazan jest zbiér pusty).

2.1 Zadania

Zadanie 1. Podaj liczbe pierwiastkéw danego réwnania w zaleznosci od wartoéci wystepu-
jacych parametréow.

a) mx — 1 =2z,

b) mPr+m=uxz+1,

c) ar + b= cx,

d) a’x+3=2—-(b*+ 1)z,
e) ar’ +3r —4="T+d%

Zadanie 2. Rozwiaz podane rownanie (uwzgledniajac wszystkie mozliwosci dla parame-
trow).

a) 4r + 3 =mz —m, c) Kr—1=ux—k,
b) 3z —m = max — 3, d) ax +4 =28z —b.
Zadanie 3. Rozwigz podane réwnania:

a) (x —3)(z+4) 23z —2) = (v —4)% gdzie x € N,

b) 15— 6

2c+7 T x+270

c) 5lx —1)2 = 2(x +3)? = 3(z + 2)? — 7(6z — 1), gdzie x > 0,



d) (z+1)3—(z—1)®=6(2*+x + 1), gdzie z # 2.

Zadanie 4. Na pewnym sprawdzianie z matematyki byto do rozwiazania 10 zadan. Ustalono
rowniez nastepujace zasady. Za dobrze rozwiazane zadaine uczen otrzymywal 5 punktow,
natomiast za kazde bledne rozwiazanie uczen tracit 3 punkty. Ile zadan zostalo rozwigzanych
dobrze jesli uczen otrzymat:

a) 34 punkty, b) 12 punktéw, ¢) 2 punkty, d) —7 punktéw?

Zadanie 5. Dtugopis kosztuje 3 zt. Ile kosztuje otowek, jesli za 2 dlugopisy i 3 otowki
zaptacono:

a) 9zl b) 7 zt, c) 7zk 150 gr?

3 Uktady réwnan liniowych

Definicja 3.1. Uktadem dwoch réwnan liniowych z dwiema niewiadomymi nazywamy uktad
postaci:

a1 x4+ by =1

asx + by = co

gdzie przynajmniej jeden z paramterow a; i by oraz przynajmniej jeden z parametréw as i
by jest rozny od zera (to zalozenie jest potrzebne po to, aby kazde z réwnan wyznaczalto na
plaszczyZnie pewna prosta).

Problem 3.1. Jaki zbiér punktow na plaszczyznie okresla rownanie Ox + 0y = c¢. Czy zbidr
ten zalezy od wartosci parametru c?

3.1 Metody rozwigzywania ukladéw réwnan liniowych.

Poniewaz kazde z réwnan okresla pewng prosta na ptaszczyznie zatem rozwigzaniem uktadu
sa pary (z,y) wyznaczajace punkty wspoélne tych prostych. Jak wiadomo dwie proste moga
mie¢ 0, 1 lub oo puntkéw wspdlnych (czy potrafisz wykonaé odpowiednie rysunki?). Z tego
wynika, ze rozwazany uktad rownan moze albo by¢ sprzeczny, albo mie¢ dokltadnie jedno
rozwigzanie (méwimy wtedy ze jest oznaczony) albo mieé co wiele rozwiazan (méwimy wtedy,
ze jest nieoznaczony).

Istnieje wiele metod rozwiazywania uktadéw réwnan. Jesli uktad nie zawiera parametrow,
to mozemy uzyc:

1. metody podstawiania,

2. metody przeciwynych wspétczynnikow,
3. metody graficznej,

4. metody wyznacznikow.

W uktadach bez parametrow, preferowane jest uzywanie jednej z dwoch pierwszych me-
tod. (Przypomnij sobie na czym polegaja metody 1, 2 i 3!) Jesli natomiast uklad zawiera
cho¢ jeden parametr, wydaje sie, ze metoda wyznacznikow jest ,najbezpieczniejsza” i naj-
efektywaniejsza.



3.2 Metoda wyznacznikéw.

Metoda wyznacznikéw jest najbardziej uniwersalng metoda rozwigzywania ukltadéw row-
nan liniowych. W matematyce uzywa si¢ jej postaci ogolnej, zwanej metoda badz wzorami
Cramera. Metoda taka pozwala na rowigzywania, w bardzo prosty sposob, uktadéw wielu
rownan z duzg liczbg niewiadomych. My w naszych rozwazaniach ograniczymy sie do ukta-
dow dwoch rownan z dwoma niewiadomymi. Ponizej zebrano podstawowe definicje i fakty,
potrzebne przy korzystaniu z tej metody.

Definicja 3.2 (wyznaczniki uktadu réwnan). Dla uktadu:

ar + by =
asT + boy = co

wyznacznikiem gléwnym nazywamy liczbe W obliczong wzorem:

Uwaga 3.3 (interpretacja geometryczna wyznacznika). Wyznacznik gtéwny informuje nas,
czy proste, ktérych rownania wystepuja w uktadzie rownan sg réwnolegte czy nie.

Aby zbadaé ile rozwigzan ma dany uklad réwnan warto postuzy¢ sie wyznacznikiem.
Ponizej zebrano kilka faktow wigzacych wyznacznik, wtasnie z iloscig rozwigzan uktadu row-
nan.

Fakt 3.4. Jesli wyznacznik glowny ukladu W = 0, to proste wyznaczane przez ten uktad sq
rownolegle. Jesli natomiast wyznacznik gtowny W # 0, to proste te nie sq rownolegte.

Fakt 3.5. Jesli wyznacznik glowy uktadu W # 0, to uklad jest oznaczony - ma dokladnie jed-
no rozwigzanie. I odwrotenie, jesli uklad ma doktadnie jedno rozwigzanie, to jego wyznacznik
gtowny napewno jest roziny od zera.

Fakt 3.6. Jesli wyznaczmik glowy uktad W = 0, to uklad nie jest oznaczony - to znaczy albo
okaze sie byc sprzeczny albo ma oo wiele rozwigzan.

Uwaga 3.7. Zauwazmy, ze gdy W = 0, to dalej nie wiemy, ile rozwiazan posiada uktad
rownan. Sposob poradzenia sobie z tg ,,przeszkoda” zilustruje ponizszy przyktad.

Przyktad 3.8 (badanie ilosci rozwigzan uktadu réwnan z parametrem). W zaleznosci od
parametru m zbadamy ilos¢ rozwigzan uktadu:

mr+y=1
3+ 3my =3

Obliczmy wyznacznik gtéwny tego uktadu.

_ym 1|, 5
W—| 3 3m‘—3m 3.
Sprawdzmy kiedy W = 0:
3m>—-3=0 gly m=1 lIlub m=—1.

Dla pozostatych m, zachodzi W # 0, zatem wiadomo juz, ze jesli m € R\{—1,1}, to
uktad posiada doktadnie jedno rozwigzanie. Pozostaje sprawdzi¢ co sie dzieje dla m = 1 oraz
dla m = —1 (w obu przypadkach proste wyznaczane przez uklad réwnan sa réwnolegte, nie
wiadomo jednak czy pokrywaja sie czy tez nie maja punktéw wspodlnych).
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Jesli m = 1 to nasz uktad przyjmuje konkretng postac:

r+y=1
3r+ 3y =3

Wystarczy podzieli¢ drugie rownanie obustronnie przez 3 aby otrzymac:

r+y=1
r+y=1

Bez zadnych dalszych wyliczen tatwo mozemy stwierdzi¢, ze oba réwnania opisuja ta sama
prosta - czyli, w tym przypadku uktad ma nieskonczenie wiele rozwiazan.

Jesli natomiast m = —1, to uktad nasz przybiera postac:
—r+y=1
3 —3y =3

Wystarczy teraz pierwsze z rownan pomnozy¢ przez —1 a drugie podzieli¢ przez 3 (dazymy
do zréwnania wspétezynnika przy z), aby otrzymac:

r—y=-—1
r—y=1
Widaé tutaj odrazu, ze otrzymane proste sg réwnolegle, ale napewno nie pokrywaja sie (sa
Lrozsuniete” ), stad uklad jest sprzeczny.
Zbierzmy wiec uzyskane wyniki. Okazato sie, ze jesli m € R\{—1,1}, to uktad ma 1

rozwigzanie. Jesli m = —1, to uktad nie ma rozwiazan, jesli natomiast m = 1, to uktad ma
oo wiele rozwiazan.

Aby poradzié sobie z rozwiazaniem (a nie tylko z podaniem liczby rozwiazan) uktadu
ktory posiada parametry, wprowadzimy tzw. wyznaczniki szczegotowe.

Definicja 3.9 (wyznaczniki szczegéltowe uktadu réownan). Wyznacznikami szczegdtowymi
niewiadomych z i y nazywaé bedziemy odpowiednio liczby:

a b
W, = b = c1by — by,
Ca2 02
oraz
a G
W, = = Q109 — A2Cy.
ag Co

Fakt 3.10. Jesli wyznacznik gtowny uktadu W #£ 0, to rozwigzaniem uktadu jest para liczb:

Wy
x =z
(o2
y=w
Co wiecej mozna udowodnié¢ nastepujace wlasnosci.

Fakt 3.11. Jesli W = 0 oraz W, = W, = 0, to uklad ma nieskoriczenie wiele rozwigzann.

Fakt 3.12. Jesli W = 0 oraz przynagmniej jeden z wyzncznikow szczegétowych W, lub W,
jest rozny od zera, to uktad jest sprzeczny.

3.3 Zadania

Zadanie 6. Uzywajac metody podstawiania rozwigzac¢ uktady réwnan:



3v—2y="7 3r—y =2 r—2y=4
a){4x+2y:1 b){—6x+2y:3 C>{2x—3y:8

Zadanie 7. Uzywajac metody przeciwnych wspoélczynnikéow rozwiaz uktady rownan:

_ 1. _ - —y =
2) r+y="7 b) 5T — 3y =8 o) doer —y =3
2042y =4 —2x + 6y = 16 20 — 2y =295

Zadanie 8. Podany uktad zilustruj graficznie i jesli to mozliwe podaj doktadne rozwiagzanie.

3r —y =2 3r+y =10
a){4x+2y:8 b){—x+y:—2

Omoéw wady metody graficznej.

Zadanie 9. Przypusmy, ze by # 01 by # 0. Wtedy kazdy taki uktad dwoch réwnan liniowych
mozna sprowadzi¢ do postaci:
(r=hee
y=-thr+

Postugujac sie interpretacja graficzng podaj jak ilo$¢ rozwigzan zalezy od liczb: —%, —Z—j,
c1 C2

by by

Zadanie 10. W kazdym z podanych nizej przypadkéw wylicz W i jesli W # 0, to roz-
wigz dany uktad metoda wyznacznikow, a jesli W = 0, to przez odpowiednie pomnozenie
przeksztaté uktad do postaci, z ktorej ,widac¢” ilos¢ rozwiazn:

2) r+2y=11 o) 3r —Yy =09 o) 20 + 5y =25
Sr — 3y =3 or + 2y = 23 —4x — 10y = =50
b) 2 + 5y =15 d) 280+ 35y +3=0 f) Tr—3y+1=0
3r 4+ 8y =—1 122 + 15y +25 =0 dr —dy+17=10

Zadanie 11. W zaleznosci od paramteru (parametréw) podaj liczbe rozwiazan dla:

2) r+3Imy=1+m o) rT+y=a o) 2v+3y =14
3mx+y=-2(m—1) mzr+y=0 dr +my = 2m
2 — — — =
b) mx+y=1 ) (a—3)r—4y=>
rT+y=m 9z — (a+2)y = —9

Zadanie 12. W zaleznosci od parametru m rozwiaz podany uktad:

3r +my = —2 r+2y=4 mr—+y=m
a){3x+2y:3 b) (*>{2x+my:2m ¢) () T+ my = m?

Zadanie 13. W zaleznosci od paramteru k podaj liczbe rozwigzan uktadu:

kr +y=k?
r+ky=1

i odpowiedz, dla jakich wartosci parametru k uktad:

1. jest niesprzeczny, 4. ma co najwyzej jedno rozwigzanie,
2. ma co najmniej jedno rozwiazanie, 5. ma conajmniej dwa rozwiazania,
3. jest nieoznaczony, 6. ma doktadnie siedem rozwigzan,



7. (x) ma rozwiazanie bedace para liczb przeciwnych.
Zadanie 14. Dla jakich wartosci parametru b punkt przeciecia prostych danych rownaniami:

2z — 3by = 5b
r+2y=>5

nalezy do czwartej ¢wiartki uktadu wspotrzednych?

Zadanie 15. W zaleznosci od paramteru m podaj rozwiazanie uktadéw réwnan:

2mx — (m+ 2)y = 3m mx —2(m —2)y =m + 3
a){Q(m—l)x—my:i’)(m—l) d>{(m—1)x—2my:m

z+m(m — 1)y = 2m? (m+1)%x—(m?> = 1y=m+1
b) {:c—<m2—1>y=m<1—m> ? <*>{ (m = 1)% — (m? = 1)y = (m — 1)?

) { (m+1)x — (m—1)y = 2m?
mz — (m+ 1)y =m(1 —m)

Zadanie 16. W nastepujacych uktadach réwnan przyjmij jedng niewiadoma za parametr i
oblicz wartosci pozostatych niewiadomych.

2) r+y+2=0 o) m+3p—1=2
20 —y+3z2=1 2m+t =5
4da+b=3

b) { 20 —c=14

3.4 Uklady trzech (i wiecej) réwnan liniowych

W poprzednich podrozdziatach skupialiSmy si¢ gtownie na rozwiazywaniu uktadéw dwoch
réwnan, w ktérym wystepowaly dwie niewiadome (i czasem paramtery). Mozliwe jest jednak
rozwigzywanie wiekszych uktadéw réwnan.

Metoda wyznacznikéw dla ukladéw trzech réwnan linowych. Rozwazmy uktad
rownan:

ar + bly +cz = dl

as® + by + coz = ds

asr + b3y + c3z = d3

Dla takiego uktadu réwnan zdefiniujmy znane juz wczesniej pojecia.

Definicja 3.13 (wyznacznik gtéwny uktadu trzech réwnan liniowych). Wyznacznikiem gtéw-
nym uktadu trzech réwnan liniowych z trzema niewiadomymi nazywamy liczbe:

ap b1
W = as bg Co | = a16263 + agbgcl + agblcg — a3b201 — CllbgCQ — a2b103
az by c3

Uwaga 3.14 (wyznaczniki szczegblne). Analogicznie do powyzszej definicji, mozemy podaé
wzory na wyznaczniki szczegbélne W,, W, W, w ktérych odpowiednig kolumne zamieniamy
na kolumne dy, ds, d3 i korzystamy z wzoru danego w definicji.

Wszystkie twierdzenia odnosnie liczby rozwiazan uktadu réwnan liniowych sa nadal praw-
dziwe, tzn.

e jesli wyznacznik gtéwny jest rézny od zera, to istnieje doktadnie jedno rozwigzanie,
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e jesli wyznacznik gtowny i wszystkie wyznaczniki szczegélne sa réwne zero, to uktad ma
nieskonczenie wiele rozwigzan,

e jesli wyznacznik gltéwny rowny jest zero, a ktorys (przynajmniej jeden) z wyznacznikéw
szczegolnych jest rozny od zera, to uktad jest sprzeczny.

Zachodza réwniez wzory:

Wa
r= £
yzﬁ

w

Uwaga 3.15. Powyzsza metoda wyzniacznikow, ,dziata” rowniez dla wiekszych uktadow
rownan. Wzory tej metody ogélnie nazywa si¢ wzorami Cramera. Mozna o nich przeczy-
ta¢ w internecie na przyktad tu: http://pl.wikipedia.org/wiki/Wzory_Cramera. Istnieje
rowniez bardzo ,szybka” metoda rozwiazywania dowolnych, duzych uktadow rownan zwana
metoda eliminacji Gaussa, o ktérej mozna poczytac na przyktad tu http://pl.wikipedia.
org/wiki/Metoda_Gaussa.

3.5 Zadania dodatkowe

Zadanie 17. Rozwiaz uktad réwnan:

r+y+z=18 r+4y+20=7
a) S r—y—z=2 d) { —2z—-y+3t=6
r+y—z=2 dr+3y+5t =7
r+y—22=7 r+4y — 32 = -2
b) ¢ 2z —y+22z=28 e) { —3y—2z=—13
3x + 2y — 2z =120 T+ 9y —52=2
2v + 4y — 5z =42 r+y+z=21
c) 4o +3y+4z=-2 f) ¢ 2y—52=0
20 — 6y — 8z = —6 6x —72=0

Wigcej zadan z tego dziatu zostanie podanych na nast¢pnych zajeciach.



