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1 Ciagi liczbowe

Definicja 1.1 (ciag liczbowy skonczony). Ciagiem liczbowym skonczonym,
nazywamy dowolna funkcje o wartosciach rzeczywistych, ktérej dziedzing jest
zbiér {1,2,...,k} dla pewnego k € N.

Definicja 1.2 (ciag liczbowy nieskonczony). Ciagiem liczbowym nieskonczo-
nym, nazywamy dowolng funkcje o wartosciach rzeczywistych, ktérej dziedzing
jest caly zbiér liczb naturalnych.

Czesto na ciagi nieskonczone bedziemy méwié po prostu ciagi. Wszelkie
ciagi, skonczone i nieskoniczone, bedziemy oznaczaé kolejnymi, matymi literami
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alfabetu. Przyjelo sie réwniez zeby argument oznaczaé przez n (a nie jak tam
ma miejsce w przypadku ,zwyklych” funkcji ) oraz pisaé¢ go bez nawiaséw
w nastepujacy (znany kazdemu) sposéb: a,. Nalezy jednak pamietaé ze napis
taki znaczy dokladnie to samo co a(n) — czyli warto$é funkcji a dla argumentu
n. Na wartosé taka bedziemy méwié n-ty wyraz ciagu a.

1.1 Podstawowe wlasnosci ciggow

Ze wzgledu na definicje ciagu jako funkcji, mozemy méwié¢ o takich wtasno-
$ciach ciggow jak: monotonicznos$é, ograniczono$é, réznowartoéciowo$é. Mozna
roéwniez rysowac¢ wykresy ciagéw. Ponizej, pokrétce omowimy te podstawowe
wlasnosci.

Ze wzgledu na wygode i prostote formutowania definicji, ponizej méwimy
tylko o ciagach nieskonczonych. Wszystkie ponizsze definicje mozna bardzo
tatwo przerobi¢ na przypadek ciagu skonczonego.

Monotonicznosé
e Ciag a jest rosnacy jesli spetniony jest warunek:
n<k=a, <ag
dla dowolnych liczb naturalnych n, k.
e Ciag a jest malejacy jesli spetniony jest warunek:
n<k=a, > a

dla dowolnych liczb naturalnych n, k.

e Ciag a jest staly jesli wszystkie jego wyrazy sa sobie réwne.

Ograniczono$¢

Definicja 1.3. Méwimy ze ciag a jest ograniczony jesli istnieje taka liczba
rzeczywista M, ze jest spelniony warunek:

lan| < M
dla kazdego n naturalnego.

Problem 1.1. Sprébuj oméwié, jak wyglada wykres dowolnego ciagu ogra-
niczonego — lub dokladnie: co wszystkie te wykresy maja ze soba wspdlne-
go/podobnego?
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Czasem definicje ciaggu ograniczonego formuluje sig¢ nieco inaczej podajac
pojecia ograniczenia gbérnego i dolnego ciggu. Rzeczywisdcie, méwiac o ciagu, ze
jest ograniczony mozna powiedzieé¢, ze musza istniejg liczby m i M rzeczywiste,
takie, ze dla dowolnego n zachodzi:

m< a, < M.
Liczby m i M nazywamy wtedy odpowiednio ograniczeniem dolnym i gornym
ciagu. Oczywiscie obie definicje sg rownowazne.

Problem 1.2. Dlaczego obie definicje ciagu ograniczonego sg réwnowazne?

Problem 1.3. Czy w definicji ciagu ograniczonego mozna zmieni¢ nieréwnosé
<na<?

Réznowartosciowosé

Definicja 1.4. Méwimy, ze ciag a jest réznowartosSciowy jesli jest spelniony
warunek:
anp=ap < n==%k

Problem 1.4. Czy prawda jest, ze w ciagu réznowartosciowym kazdy wyraz
wystepuje doktadnie jeden raz?

1.2 Granica ciggu

W ponizszym podrozdziale zajmiemy si¢ pojeciem zbieznoéci ciggéw. Od tego
momentu bedziemy zakladaé, ze rozpatrywane ciagi sa nieskonczone. Pojecie
zbieznosci nie ma bowiem sensu dla ciagéw skonczonych.

Definicja 1.5 (granica ciagu). Liczbe rzeczywista g nazywamy granica ciagu
a gdy spelniony jest warunek:

/\ \/ /\ lan, — g] < e.

e>0noeNn>ng
Granice ciggu a oznaczamy czesto przez limy, oo a, lub lim a,,.
Problem 1.5. Sprébuj wlasnymi stowami oméwié¢ warunki jakie musi spelniaé
liczba g aby by¢ granica pewnego ciagu.

7 powyzszej definicji wynika kilka bardzo waznych faktéw. Nie bedziemy
ich tutaj w zaden sposéb uzasadnia¢ (mozna sprébowaé przeprowadzi¢ odpo-
wiednie dowody jako ¢wiczenia dla ambitnych i odwaznych).
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Fakt 1.6. Kazdy cigg ma co najwyzej jedng granice.
Definicja 1.7. Jedli ciag a,, posiada granice to méwimy, ze jest zbiezny.
Fakt 1.8. Cigg staly jest zbiezny. Jego granicq jest jego jedyna warto$c.

Fakt 1.9. Dodanie lub usuniecie z ciggu dowolnej, skonczonej ilosct wyrazow
nie wplywa na jego zbieznosé ani na warto$é granicy (o ile takowa istnieje).

Fakt 1.10. Jesli ciggi a,, oraz b, sq zbiezne, to ciqgi a, £by, ay- by, sqg rowniez
zbiezne. Gdy dodatkowo limb, # 0, to zbiezny jest cigg ‘b‘—:
Ponadto zachodzq rownosci:

lim(a, +b,) =lima,, £ lim b,
lim(ay, - b,) =lima, - limb,
an limay,

lm 2 =,

Whniosek 1.1. Jedli ¢ € R oraz ciag a, jest zbiezny to ciag c - a, jest zbiezny
oraz:
lim(c-a,) =c-lima,

Fakt 1.11. Kazdy cigg ktory jest monotoniczny i ograniczony jest zbiezny.

Fakt 1.12. Kazdy ciqgg zbieiny jest ograniczony.

Ciagi rozbiezne 7 powyzszego faktu tatwo wywnioskowaé, ze istnieje bar-
dzo wiele ciagéw, ktére nie sa zbiezne (sa to na przyklad wszystkie ciagi, ktére
nie sa ograniczone). Okazuje sie, ze jest nawet gorzej — istnieja ciagi ograni-
czone, ktére nie sg zbiezne.

Przyktad 1.13. Ciag a, = (—1)" jest ograniczony, bo dla kazdego n zachodzi
|an| = 1. Nie jest natomiast zbiezny (zadna liczba nie spelnia definicji granicy

ciagu).

Ciag ktory nie jest zbiezny, czyli nie posiada skonczonej granicy, nazywa
sie ciagiem rozbieznym.

Wiérdd ciggow rozbieznych, wyrézniamy specjalna klase ciagdéw rozbieznych
do oo oraz —oo.

Definicja 1.14. Méwimy, ze ciag a,, jest rozbiezny do oo (lub do —o0) gdy dla
dowolnej liczby rzeczywistej x istnieje taki wyraz ciaggu, ze wszystkie nastepne
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wyrazy sa wieksze (mniejsze) od tego x. Piszemy wéwczas: lim, o0 ay, = 00

(lim,, 00 @, = —00) i Méwimy, ze ciag posiada granice ,niewlasciwa”!.

Wiecej informacji o granicach ciggdéw, w tym metody ich obliczania mu-
sisz znalez¢ we wlasnym zakresie. Polecamy w tym celu strone: http://www.
matematyka.org.

1.3 Zadania

Zadanie 1. Wsrdd ponizszych ciagéw wskaz ciagi: ograniczone, monotoniczne
(napisz jaki to rodzaj monotonicznosci), réznowartosciowe, zbiezne, rozbiezne
do +oo0:

a) ap=2-n—1 C) Cp = (%)TH_I e) en = Sin(n)
b) b, = 27*! d) d, = (-2)" ) fo=n>+4n+4
Zadanie 2. Oblicz granice ciagéw (lub napisz ze nie istnieje).
2_
o= ) o= B o) e, = VBT

n3-100n2 _ (1\" n2_—
b) b= T d) da=(3) f) fo= Vi

2 Ciag arytmetyczny

a) a

2.1 Definicje

Ciag arytmetyczny jest szczegblnym ciagiem, ktéry spelnia ponizsza (zupelnie
nie formalna) definicje.

Definicja 2.1 (ciag arytmetyczny). Ciag arytmetyczny jest to ciag, w kté-
rym kazdy (poza pierwszym) wyraz powstaje poprzez dodanie stalej, ustalonej
liczby r do wyrazu poprzedniego:

+r +r +r +r
a] — a2 — a3 —— a4 — ...

Liczbe r nazywamy wtedy réznica ciaggu arytmetycznego.

W niektérych podrecznikach mozna spotkaé sie z okresleniem, ze ciag jest zbiezny do
0o. My bedziemy jednak moéwié, ze ciag jest rozbiezny do oo co znaczy tyle samo, jednak
podkreéla, ze dany ciagg nie spelnia podanej wczedniej definicji zbieznosci.



6 2.2 Wtasnosci ciggu arytmetycznego

Uwaga 2.2. Ciag arytmetyczny moze by¢ skonczony badz nieskonczony. Jesli
jest to ciag nieskonczony to:

dla kazdego n € N Unt1 = Qp + 7.

Jedli ciag jest skonczony i ma powiedzmy k wyrazow, to:
dla kazdego n=1,2,3,... k-1 Un+t1 = Qp + 7.

2.2 Wlasnoéci ciggu arytmetycznego

Fakt 2.3. Dla ciggu arytmetycznego o pierwszym wyrazie ay © roZnicy T wzor
0golny ciggu ma postac:
an =a1+ (n—1)r

Problem 2.1. Czy potrafisz udowodnié¢ powyzszy fakt? (Wskazéwka: przepro-
wadz dowdd indukeyjny).

Ciag arytmetyczny nalezy utozsamia¢ z funkcja liniowa. Zauwazmy bo-
wiem, ze z faktu podanego wyzej wynika, ze: a, = nr 4+ a1 — r, Jedli teraz,
moéwigc obrazowo, zamienimy literke n na z a literke a na okreslenie jakie$
funkcji, np. f to otrzymamy wzér bardzo podobny do typowego wzoru funk-
cji liniowej. Reasumujac, ciag arytmetyczny jest funkcja dana wzorem funkcji
liniowej z dziedzing liczba naturalnych.

Fakt 2.4. Cigg jest arytmetyczny wtedy i tylko wtedy, gdy moze byé zadany
wzorem funkcji liniowej.

Uwaga 2.5. Trzy liczby a, b, c tworza ciag arytmetyczny wtedy i tylko wtedy,
gdy:

c—b=b—-a
a stad b = “T“ (czyli wyraz Ssrodkowy jest érednia arytmetyczna wyrazéw
sasiednich).
Uwaga 2.6. Ogdlnie, ciag (ay,) jest arytmetyczny, gdy dla kazdego n zachodzi:

an+1 — agjest stale (tzn. nie zalezy od n).

Przyktlad 2.7. Ciag dany wzorem ogdlnym a,, = 4n — 3 jest ciagiem arytme-
tycznym, bo
any1 —ap =4(n+1)—3—(4n—3) = 4.

2

Natomiast ciag a, = n” nie jest ciagiem arytmetycznym, gdyz:

an+1—an:(n—|—1)2—n2:2n—|—1.
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Fakt 2.8. Kazdy cigg arytmetyczny jest monotoniczny:
e jeslir > 0, to cigg jest rosngcy,
o jeslir =0, to cigg jest staly,

o jeslir <0, to cigg jest malejgcy.

2.3 Suma ciggu arytmetycznego

Fakt 2.9. Suma k poczgtkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego (ay) jest réw-

na. +
a ag
Sp = = 5 k.

Sens powyzszego faktu jest prosty. Suma pewnej liczby kolejnych wyrazow
ciggu arytmetycznego réwna sie $redniej arytmetycznej pierwszego i ostatniego
z tych wyrazéw, pomnozonej przez liczbe tych wyrazow.

Przyktad 2.10. Korzystajac z danego wzoru, policzymy nastepujaca sume:

S5+ 11+ 17+ ...+ 65.

Zauwazmy ze dodawane liczby tworza ciag arytmetyczny ai,ao, ..., Gy, W
ktéorym a; = 5, r = 6, a, = 65. Aby obliczy¢ liczbe wyrazéow tego ciaggu
wykorzystamy wzor:

ap =a;+ (n—1)r.

Zatem:
65=5+(n—1)-6

n=11
Stad, szukana suma réwna jest:

5+ 65

S = -11 = 385.

Jak pokazuje przyklad, ciagi arytmetyczne sa czesto pomocne w zadaniach,
w ktérych treSci nie ma mowy nic o zadnym ciagu (zauwaz, ze zadanie z
przykladu brzmialo, ,oblicz dana sume” ). Dlatego, aby utatwi¢ rozwiazywanie
roznych zadan, w ktérych pojawia sie ciag arytmetyczny, warto pamietaé o
tym, co méwi ponizsza wskazdwka.
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Wskazéwka: W czasie rozwigzywania zadan dotyczacych ciggu arytme-
tycznego, wszelkie ,dane” i ,szukane” przedstaw w postaci oznaczen: ai, T
itp. Ulatwia to koncentracje i kojarzenie odpowiednich wzoréw i relacji mie-
dzy wielkos$ciami.

2.4 Zadania

Zadanie 3. Oblicz wyraz pierwszy, roznice ciggu arytmetycznego i sume 10
pierwszych wyrazow, gdy:

a) ag = 20, ajg = 47
b) as = 20, ag = 36,
C) aq = 5, all = 34.

Zadanie 4. Dla jakich wartosci x podane liczby sa kolejnym wyrazami ciggu
arytmetycznego? Podaj te wyrazy:

a) 2x — 1,2z + 5,3z + 4,

b) (z+1)% 2z +1)%, (32 — 1)2

Zadanie 5. Oblicz sume wszystkich liczb dwucyfrowych ktoére:
a) sa podzielne przez 3,

b) sa niepodzielne przez 5,

c¢) przy dzieleniu przez 6 daja reszte 4.

Zadanie 6. Czwarty wyraz ciagu arytmetycznego jest rowny 6. Oblicz sume
siedmiu poczatkowych wyrazow tego ciagu.

Zadanie 7. Drugi wyraz ciggu arytmetycznego jest réwny 4, a czwarty wynosi
16. Oblicz sume dziesieciu poczatkowych wyrazéw o numerach parzystych.

Zadanie 8. Ciag arytmetyczny sklada sie z 16 wyrazéw. Suma wyrazéw o nu-
merach parzystych jest réwna 256, a suma wyrazéw o numerach nieparzystych
jest réwna 240. Oblicz pierwszy i ostatni wyraz tego ciagu.
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3.1 Definicje

Ciag geometryczny, podobnie jak arytmetyczny, jest szczegdlnym ciggiem, kto-
ry spelnia ponizsza (zupelnie nie formalna) definicje.

Definicja 3.1 (ciag geometryczny). Ciag geometryczny jest to ciag, w ktérym
kazdy (poza pierwszym) wyraz powstaje poprzez pomnozenie przez pewna
statej, ustalong liczbe ¢ wyrazu poprzedniego:
q q q q
a] — ag — az — a4 — ...
Liczbe ¢ nazywamy wtedy ilorazem ciagu geometrycznego.

Uwaga 3.2. Ciagg geometryczny moze by¢ skonczony badz nieskonczony. Jesli
jest to ciag nieskonczony to:

dla kazdego n € N4 An+1 = Ay - G-

Jedli cigg jest skonczony i ma powiedzmy k wyrazow, to:
dla kazdego n=1,2,3,... k-1 Gn+1 = Ay - G-

3.2 Wlasnoéci ciggu geometrycznego

Fakt 3.3. Dla ciggu geometrycznego o pierwszym wyrazie ay 1t ilorazie ¢ wzor
0gdolny ciggu ma postac:

an =a1-q"""
Problem 3.1. Czy potrafisz udowodnié¢ powyzszy fakt? (Wskazéwka: przepro-
wadz dowéd indukeyjny).

Fakt 3.4. (liqg jest ciggiem geometrycznym wtedy i tylko wtedy gdy jest dany
wzorem funkcji wyktadniczej.

Fakt 3.5. Ogdlnie, cigg (a,) jest geometryczny, gdy dla kazdego n zachodzi:

an+1
Qan

=gq iloraz jest staly (tzn. nie zalezy od n).

Uwaga 3.6. Trzy liczby a,b,c (przy zalozeniu a # 0 A b # 0) tworza ciag
arytmetyczny wtedy i tylko wtedy, gdy:
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A stad wynika wzor:
¥=a-c

Fakt 3.7. Kazdy wyraz ciggu geometrycznego, oprocz pierwszego i ostatniego
(o ile taki istnieje) ma te wlasno$é, ze jego kwadrat jest réwny iloczynowi
wyrazow sgsiednich:

2
Gp = Gp—10n+41-

Fakt 3.8. Jezeli wyrazy ciggu geometrycznego sq¢ nieujemne, to kaidy wyraz
ciggu, oprécz pierwszego i ostatniego (o ile taki istnieje) jest Sredniq geome-
tryczng wyrazow sqsiednich:

Gp = /0n—10n+1-

Przyktad 3.9. Ciag dany wzorem ogdlnym a,, = 7 - 10" jest ciggiem geome-
trycznym, bo
ap1  7-10"H
an  T7-107

Natomiast ciag a, = 1 + 10" nie jest ciagiem geometrycznym gdyz:

= 10.

1 10n+1
Gntl _ 1++ o nie jest stale.
%9

Fakt 3.10 (monotonicznosé ciagu geometrycznego). Jesli ¢ > 1 to cigg geo-
metryczny jest monotoniczny:

e jeslig>1Na; >0 lubjesli 1 >q>0Aa; <0, to cigg jest rosngcy,
e jesliqg=1V q=0, to cigg jest staly,

o jesli 1 >qg>0ANa; <0 lubjesli g > 1Nap <0, to cigg jest malejgcy.

3.3 Suma ciggu geometrycznego

Fakt 3.11. Suma k poczatkowych wyrazéw ciggu geometrycznego (ay) jest
rowna:

Wzor jest poprawny gdy q # 1.

Uwaga 3.12. Oczywiscie gdy ¢ = 1, ciag geometryczny jest ciggiem statym i
sume k wyrazéw liczymy z wzoru Sy =k - a;.
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Przyktad 3.13. Korzystajac z danego wzoru, policzymy nastepujaca sume:

2+44+8+16+32+64+ ...+ 1024 + 2048.

Zauwazmy ze dodawane liczby tworza ciag geometryczny aq,aso, ..., an, W
ktéorym a1 = 2, ¢ = 2, a, = 2048. Aby obliczy¢ liczbe wyrazow tego ciagu
wykorzystamy wzor:

an =ai-¢" L
Zatem:
2048 = 2. 2" 1
2048 = 2"
n=11

Stad, szukana suma réwna jest:

1—211_2 1 —2048

:2-
S 1-2 1-2

= 22047 = 4094.

Wskazowka: W czasie rozwiazywania zadan dotyczacych ciggu geome-
trycznego, wszelkie ,dane” i ,szukane” przedstaw w postaci oznaczen: ai, ¢
itp. Ulatwia to koncentracje i kojarzenie odpowiednich wzoréw i relacji miedzy
wielkoSciami.

3.4 Zadania

Zadanie 9. Trojka liczb calkowitych tworzy ciag geometryczny o ilorazie cal-
kowitym. Gdy najmniejsza z nich zwigkszymy o 9, to powstanie ciag arytme-
tyczny. Jakie to liczby?

Zadanie 10. Pilka, odbijajac sie od ziemi osiaga za kazdym razem wyso-
kos¢ wynoszaca % poprzedniej. Jak wysoko wzniosta sie pitka po pierwszym
uderzeniu, jesli po czwartym odbita sie na wysokosé 27 ¢cm?

Zadanie 11. Podaj wzér ogélny ciagu geometrycznego (a,) o wyrazach:
12,4, 1.
) ’3

Zadanie 12. Liczby b,c,d tworza ciag geometryczny. Wielomian: W(z) =
23 — bx? + cx + d jest podzielny przez a2 — 1. Znajdz liczby b, c, d.

Zadanie 13. Suma trzech liczb tworzacych ciag geometryczny jest rowna 62,
a iloczyn jest rowny 1000. Wyznacz ten ciag.
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Zadanie 14. Cztery liczby tworza ciag geometryczny. Znalezé ten ciag wie-
dzac, ze suma wyrazéw skrajnych jest réwna 36, zas suma wyrazéw $rodkowych
24.

Zadanie 15. Miedzy liczby 27 i % wstaw trzy takie liczby, aby z danymi

liczbami tworzyly ciag geometryczny.

Zadanie 16 (x). Cztery liczby tworza ciag geometryczny. Illoczyn logarytméw
dziesietnych pierwszej i czwartej liczby wynosi 8, a iloczyn logarytmoéow drugiej
i trzeciej liczby wynosi 0. Znajdz te liczby.

Zadanie 17 (x). Suma trzech liczb tworzacych ciag geometryczny jest réwna
62. Suma logarytmow dziesietnych tych liczb jest rowna 3. Wyznacz ten ciag.

Zadanie 18. Dany jest ciag geometryczny postaci:
2 2 2
p=1 (-1 (p-1°""

Wyznacz wszystkie wartosci p, dla ktérych granica tego ciagu jest liczba:
a) 0, b) 2.

4 Zadanie ro6zne

Zadanie 19. Trzy kolejne liczby tworza ciag geometryczny. Ich suma wy-
nosi 3%. Jezeli do drugiej dodamy i, a pozostale zostawimy bez zmiany, to
otrzymamy trzy kolejne wyrazy ciggu arytmetycznego. Znajdz te liczby.

Zadanie 20. Trzy liczby x, y, z, ktorych suma jest rowna 26 tworza ciag
geometryczny. Liczby x+1, y+6, z+3 tworza ciag arytmetyczny, Znajdz te
liczby.

Zadanie 21. Miedzy liczby 2 i 12 wstaw dwie liczby tak, aby trzy pierwsze
tworzyly ciag geometryczny, a trzy ostatnie ciag arytmetyczny.

Zadanie 22. Wyznacz dwa ciagi: arytmetyczny ai,as,as i geometryczny
bl, bQ, b3 takie, ze:

a1by = 1,a9bs = 4,a3b3 = 12,a1 + a2 + a3 = 6.

Zadanie 23. Balon wzniést sie¢ w pierwszej minucie na wysoko$¢ 64m a w
kazdej nastepnej, przyrost wysokosci byt dwa razy mniejszy niz w poprzedniej.
Na jakiej wysokosci byt balon po 8 minutach?
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Zadanie 24. Ciag liczbowy (a,,) jest okreslony wzorem a,, = 3‘% Uzasadnij
z definicji, ze jest to ciag arytmetyczny.

Zadanie 25. Witek zjezdza na sankach ze stoku. W pierwszej sekundzie san-
ki przebyly droge 3m, a w kazdej nastepnej sekundzie o 0.2m wiecej niz w
poprzedniej. Jaka droge przebyly sanki po 9 sekundach, przy zaltozeniu, ze na
torze sanek nie znajdowaly sie zadne przeszkody (np. drzewa)?

Zadanie 26. Wyrazy pewnego ciagu geometrycznego (a,) spelniaja warunki:

ay + az +az =2
as + as + ag = —2

Aby wyznaczy¢ iloraz q tego ciagu, mozna postapi¢ w nastepujacy sposéb:
1. Zapisa¢ drugie réwnanie w postaci: ¢>(a1 + ag + az) = —2.
2. Korzystajac z rOwnania pierwszego: ai + as + a3 = 2 ...

3. ... zapisa¢ réwnanie: ¢3 = —1.

W

. Stad wyliczyé, ze ¢ = —1.

Postepujac analogicznie, wyznacz iloraz ¢ ciagu geometrycznego (by,), kté-
rego kolejne wyrazy bs, by, ..., bg spelniaja warunki:
b3 + by + by + bg = 2
bs + bg + by +bg =8
Zadanie 27. Marta kupita na raty telewizor. Kazda kolejna rata byta mniej-
sza od poprzedniej o takg samg kwote. Ile zaptacita Marta za telewizor, jesli
splacita go w 7 ratach, a czwarta rata byta réwna 350 z1?

13n—4

Zadanie 28. Ile wyrazéw ciagu o wyrazie ogolnym a,, = 3575~

niz 807 Podaj te wyrazy.

jest wiekszych

Zadanie 29. Uzasadnij, ze ciag (a,) dany wzorem ogdélnym a,, = 23"~1 jest
ciggiem geometrycznym.

Zadanie 30. Oblicz granice:

3474114+ 4 (4n—1)
lim
n—00 3n2 —4An + 10
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Zadanie 31. Liczby 3.6;2.5; ... tworzg nieskoniczony ciag geometryczny. Ob-
licz sume tych wszystkich liczb.

Zadanie 32. Dla jakich wartosci parametru k rownanie:
3sinz + 9sinx + 27sindz + ... =k + 4,

gdzie lewa strona jest suma nieskonczonego ciggu geometrycznego, ma rozwia-
zanie?

Zadanie 33. Dla jakich wartosci x ciag geometryczny nieskonczony 2,3x —
2

x, ... jest zbiezny?

Zadanie 34. W kule o promieniu R wpisano szeScian, w szeécian ten wpi-
sano kule, itd. w nieskonczono$é. Oblicz granice, do ktorej dazy suma pol
powierzchni wszystkich kul.

Zadanie 35. Okres potowicznego rozktadu pierwiastka to okres, po ktorym z
danej iloSci pierwiastka pozostaje jego polowa. Dla radu (Ra 226) wynosi on
1560 lat. Ile lat co najmniej trzeba czekaé, aby z 1g radu zostalo mniej niz
1mg?

5 Elementy matematyki finansowej

7 ciggami spotykamy sie czesto w zyciu codziennym w sytuacjach zwiazanych z
lokatami bankowymi i kredytowymi. Wptacajac do banku kwote pieniedzy na
lokate dlugoterminowa, mozemy mieé¢ do czynienia z tzw. procentem prostym
(stalym) lub skladanym.

Zalézmy, ze wplacamy do banku kapital k, oprocentowany na p% w sto-
sunku rocznym.

Procent prosty Zalézmy, ze odsetki nie sa dopisywane do kapitatu po upty-
wie kazdego roku, tzn. co roku procent p liczony jest od kwoty kapitatlu poczat-
kowego. Po roku oszczedzania, nasz kapitat wyniesie k(14 155). W nastepnym
roku, kapital wyniesie: k(1 + 185) + & - 155 = k(1 + 127)'0). Ogolnie po uplywie
kazdego roku do naszej lokaty dopisywana jest stata kwota wynoszaca: k - -5~

100°
Zauwazmy, ze mamy tu do czynienia z ciggiem arytmetycznym o wyrazie ogdl-

nym:
n-p

n = 1+—).

b=k (14558

Taki sposéb naliczania odsetek nazywamy procentem prostym (stalym).
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Procent skladany Czesto jednak zdarza sie, ze co roku (lub z inna okre-
slong czestotliwoscia), odsetki doliczane sa do kapitatu od ktérego liczony jest
procent. Biorac to pod uwage, nasz kapital po uptywie roku réwny jest (po-
dobnie jak poprzednio) k(14 155). W nastepnym roku jednak, oprocentowaniu
podlega juz nowa kwota. Po dwdch latach stan konta rowny jest k(1 + 1%0)2
i po kazdym nastepnym roku zostaje pomnozony przez (1 4+ -£-). Zauwaza-

100
my wiec, ze mamy tu do czynienia z ciagiem geometrycznym, ktérego n-tym

wyrazem jest:
p n
kn=k{14+—] .
" ( * 100>

Taki sposob naliczania odsetek nazywany jest procentem sktadanym.

Kapitalizacja odsetek W matematyce finansowej, dopisywanie odsetek do
podstawy kapitatlu od ktérego naliczane jest dalsze oprocentowanie nazywa sie
kapitalizacja odsetek. W przypadku lokat, gdzie wystepuje opisana wyzej
sytuacja z procentem sktadanym, odsetki sa kapitalizowane z okreslona czesto-
tliwoscia (na przyktad co roku). W przypadku procentu prostego, kapitalizacja
odsetek nastepuje tylko raz, w momencie zakonczenia oszczedzania.

Problem 5.1. Zastanéw sie, ktory ze sposobéw naliczania odsetek jest bar-
dziej oplacalny dla klienta banku, w przypadku lokat oszczedno$ciowych oraz
kredytéw.

Problem 5.2 (x). Podane wzory na procent sktadany sa poprawne w przypadku
rocznej kapitalizacji odsetek. Zastanow sie, jak nalezy je zmodyfikowaé, aby
bytly poprawne dla dowolnej czestotliwosci kapitalizacji odsetek wynoszacej m
miesiecy. Pamietaj, ze oprocentowanie p podaje si¢ zazwyczaj w skali roku.

Uwaga 5.1. Wigkszos¢ lokat bankowych stosuje procent sktadany do nalicza-
nia odsetek. Jesli wiec w zadaniu nie sprecyzowano jak naliczane sa odsetki,
nalezy przyja¢ ze chodzi o procent sktadany.

5.1 Zadania

Zadanie 36. Do jakiej kwoty wzrosnie kapital w wysokosci 3000 zi, ztozony
na trzy lata, jezeli roczna stopa wynosi 6%, a odsetki sa kapitalizowane:

a) co pot roku, b) kwartalnie, ¢) miesiecznie, d) codziennie.

Zadanie 37. Oblicz ile bedzie wynosit kapital w wysokoséci 2000 zt ztozony
na procent sktadany na n lat, przy oprocentowaniu rocznym wynoszacym r
procent.
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a) n=2,7r=5% c) n="571=>5% e) n=10,r = 3%
b) n=2,r=>5% d) n=5,r=5% f) n=10,r = 5%

Zadanie 38. Jaka kwote nalezy ulokowaé na koncie, aby po pigciu latach uzy-
ska¢ 1217 z1, jedli roczne oprocentowanie wynosi 4%? Jaka kwote nalezaloby
zlozy¢, aby uzyskaé ten sam kapital koncowy po trzech latach?

Zadanie 39. Bank przyjal kwote 50 000 zt na 5% rocznie i pozyczyt ja na 6%
rocznie. Ile zyskal bank w ciagu pieciu lat, a ile by zyskal w ciagu dziesieciu
lat?

Zadanie 40. Oblicz, do jakiej wysokosci wzroénie po pieciu latach kapital 600
z1, jezeli oprocentowanie wynosi:

a) w pierwszym roku: 6%, w drugim: 5.5%, a w trzech ostatnich: 4%,

b) w pierwszym roku: 5.5%, w drugim: 4%, a w trzech ostatnich: 6%.

Zadanie 41. Oprocentowanie lokat w banku ZdziercaBank. COM wynosilo w
kolejnych latach: 9%, 8%, 7%, 6%. Stopa procentowa w banku NiezlyPrzekret-
Bank byta w tym samym czasie stala i wynosita r. Oblicz r, jesli wptacenie
kapitalu na cztery lata bylo w obu bankach réwnie (nie)oplacalne (oba banki
kapitalizuja odsetki rocznie).

Zadanie 42. Firma Malwersanci.pl zaciagneta w banku kredyt wysokosci 10
000 zt. Co roku bank nalicza odsetki w wysokosci 10%. Kredyt wraz z odset-
kami ma by¢ sptacony jednorazowo, po n latach. Na ile lat zostal zaciagniety
kredyt, jezeli firma Malwersanci.pl musial sptacié¢ 13 310 z1?

Zadanie 43. Warunki oferowane przez banki dla lokat dwuletnich sa naste-
pujace:

nBank 5.44% rocznie, odsetki kapitalizowane co miesigce,
village bank 5.5% rocznie, odsetki kapitalizowane co kwartal,
GetoutBank 5.6% rocznie, odsetki kapitalizowane co p6! roku,
BLE Bank 5.65% rocznie, odsetki kapitalizowane co roku.
Ktéry z bankéw oferuje najkorzystniejsze warunki oszczedzania?

Zadanie 44. Na lokate terminowa (18-miesieczna) wplacono 5000 zt. Po 18
miesiacach, bank wyptacilt 5495,52 zl. Ile (w skali roku) wynosilo oprocento-
wanie lokaty, jesli bank kapitalizowal odsetki co p6t roku?



