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an
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C
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jednak
zdarza

się,
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roku

(lub
z
inną

okre-
śloną

częstotliw
ością),odsetkidoliczane

są
do
kapitału

od
którego

liczony
jest

procent.
B
iorąc

to
p
od
uw
agę,
nasz

kapitał
p
o
upływ

ie
roku

rów
ny
jest
(p
o-

dobnie
jak
p
oprzednio)

k(1
+
p
100 ).W

następnym
roku
jednak,oprocentow

aniu
p
odlega

już
now
a
kw
ota.
P
o
dw
óch
latach

stan
konta

rów
ny
jest
k(1
+
p
100 ) 2

i
p
o
każdym

następnym
roku

zostaje
p
om
nożony

przez
(1
+
p
100 ).

Z
auw
aża-

m
y
w
iec,
że
m
am
y
tu
do
czynienia

z
ciągiem

geom
etrycznym

,
którego

n
-tym

w
yrazem

jest:

k
n
=
k (
1
+
p100 )

n

.

T
aki
sp
osób

naliczania
odsetek
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jest
p
ro
cen
tem

sk
ład
an
y
m
.

K
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italizacja

o
d
setek

W
m
atem
atyce
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do
p
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y
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od
którego
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jest
dalsze
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anie
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a
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o
d
setek

.
W
przypadku
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gdzie

w
ystępuje

opisana
w
yżej

sytuacja
z
procentem

składanym
,odsetkisą

kapitalizow
ane
z
określoną

często-
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ością
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przykład

co
roku).W

przypadku
procentu

prostego,kapitalizacja
odsetek

następuje
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raz,
w
m
om
encie
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P
roblem

5.1.
Z
astanów

się,
który

ze
sp
osob
ów
naliczania

odsetek
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bar-

dziej
opłacalny

dla
klienta
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w
przypadku

lokat
oszczędnościow

ych
oraz

kredytów
.

P
roblem

5.2
(?).
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w
zory
na
procent

składany
są
p
opraw

ne
w
przypadku

rocznej
kapitalizacji

odsetek.
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astanów

się,
jak
należy

je
zm
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były
p
opraw

ne
dla
dow
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w
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m
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że
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się
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5.1.
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zadaniu

nie
sprecyzow
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jak
naliczane

są
odsetki,

należy
przyjąć

że
chodzi

o
procent

składany.
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ia
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an
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36.
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oty
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zrośnie
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w
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zł,
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stopa
w
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,
a
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p
ół
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m
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m
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w
przypadku

„zw
ykłych”

funkcji
x)
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go
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w
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u)
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a
n .
N
ależy
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b
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⇒
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w
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+
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+
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w
an
a
je
st
st
ał
a
kw
ot
a
w
yn
os
zą
ca
:
k
·
p 10
0
.

Z
au
w
aż
m
y,
że
m
am
y
tu
do
cz
yn
ie
ni
a
z
ci
ąg
ie
m
ar
yt
m
et
yc
zn
ym
o
w
yr
az
ie
og
ól
-

ny
m
:

k
n
=
k

( 1+
n
·p
10
0

) .
T
ak
i
sp
os
ób
na
lic
za
ni
a
od
se
te
k
na
zy
w
am
y
p
ro
ce
n
te
m
p
ro
st
y
m
(s
ta
ły
m
).

1.
2
G
ra
ni
ca
ci
ąg
u

3

C
za
se
m
de
fin
ic
ję
ci
ąg
u
og
ra
ni
cz
on
eg
o
fo
rm
uł
uj
e
si
ę
ni
ec
o
in
ac
ze
j
p
od
aj
ąc

p
oj
ęc
ia
og
ra
ni
cz
en
ia
gó
rn
eg
o
id
ol
ne
go
ci
ąg
u.
R
ze
cz
yw
iś
ci
e,
m
ów
ią
c
o
ci
ąg
u,
że

je
st
og
ra
ni
cz
on
y
m
oż
na
p
ow
ie
dz
ie
ć,
że
m
us
zą
is
tn
ie
ją
lic
zb
y
m
iM
rz
ec
zy
w
is
te
,

ta
ki
e,
że
dl
a
do
w
ol
ne
go
n
za
ch
od
zi
:

m
¬
a
n
¬
M
.

L
ic
zb
y
m
i
M
na
zy
w
am
y
w
te
dy
od
p
ow
ie
dn
io
og
ra
ni
cz
en
ie
m
do
ln
ym
i
gó
rn
ym

ci
ąg
u.
O
cz
yw
iś
ci
e
ob
ie
de
fin
ic
je
są
ró
w
no
w
aż
ne
.

P
ro
bl
em
1.
2.
D
la
cz
eg
o
ob
ie
de
fin
ic
je
ci
ąg
u
og
ra
ni
cz
on
eg
o
są
ró
w
no
w
aż
ne
?

P
ro
bl
em
1.
3.
C
zy
w
de
fin
ic
ji
ci
ąg
u
og
ra
ni
cz
on
eg
o
m
oż
na
zm
ie
ni
ć
ni
er
ów
no
ść

¬
na
<
?

R
óż
n
ow
ar
to
śc
io
w
oś
ć

D
efi
n
ic
ja
1.
4.
M
ów
im
y,
że
ci
ąg
a
je
st
ró
żn
ow
ar
to
śc
io
w
y
je
śl
i
je
st
sp
eł
ni
on
y

w
ar
un
ek
:

a
n
=
a
k
⇐
⇒
n
=
k

P
ro
bl
em
1.
4.
C
zy
pr
aw
dą
je
st
,
że
w
ci
ąg
u
ró
żn
ow
ar
to
śc
io
w
ym
ka
żd
y
w
yr
az

w
ys
tę
pu
je
do
kł
ad
ni
e
je
de
n
ra
z?

1.
2
G
ra
n
ic
a
ci
ąg
u

W
p
on
iż
sz
ym
p
od
ro
zd
zi
al
e
za
jm
ie
m
y
si
ę
p
oj
ęc
ie
m
zb
ie
żn
oś
ci
ci
ąg
ów
.
O
d
te
go

m
om
en
tu
b
ęd
zi
em
y
za
kł
ad
ać
,
że
ro
zp
at
ry
w
an
e
ci
ąg
i
są
ni
es
ko
ńc
zo
ne
.
P
oj
ęc
ie

zb
ie
żn
oś
ci
ni
e
m
a
b
ow
ie
m
se
ns
u
dl
a
ci
ąg
ów
sk
oń
cz
on
yc
h.

D
efi
n
ic
ja
1.
5
(g
ra
ni
ca
ci
ąg
u)
.
L
ic
zb
ę
rz
ec
zy
w
is
tą
g
na
zy
w
am
y
gr
an
ic
ą
ci
ąg
u

a
gd
y
sp
eł
ni
on
y
je
st
w
ar
un
ek
: ∧ ε>
0

∨
n
0
∈

N

∧
n
>
n
0

|a
n
−
g
|<
ε.

G
ra
ni
cę
ci
ąg
u
a
oz
na
cz
am
y
cz
ęs
to
pr
ze
z
lim
n
→
∞
a
n
lu
b
lim
a
n
.

P
ro
bl
em
1.
5.
Sp
ró
bu
j
w
ła
sn
ym
i
sł
ow
am
i
om
ów
ić
w
ar
un
ki
ja
ki
e
m
us
i
sp
eł
ni
ać

lic
zb
a
g
ab
y
by
ć
gr
an
ic
ą
p
ew
ne
go
ci
ąg
u.

Z
p
ow
yż
sz
ej
de
fin
ic
ji
w
yn
ik
a
ki
lk
a
ba
rd
zo
w
aż
ny
ch
fa
kt
ów
.
N
ie
b
ęd
zi
em
y

ic
h
tu
ta
j
w
ża
de
n
sp
os
ób
uz
as
ad
ni
ać
(m
oż
na
sp
ró
b
ow
ać
pr
ze
pr
ow
ad
zi
ć
od
p
o-

w
ie
dn
ie
do
w
od
y
ja
ko
ćw
ic
ze
ni
a
dl
a
am
bi
tn
yc
h
i
od
w
aż
ny
ch
).
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Z
ad
an
ie
24.
C
iąg
liczb
ow
y
(a
n )
jest
określony

w
zorem

a
n
=
3−
5
n
2
.U
zasadnij

z
definicji,

że
jest
to
ciąg
arytm

etyczny.

Z
ad
an
ie
25.
W
itek
zjeżdża

na
sankach

ze
stoku.

W
pierw

szej
sekundzie

san-
ki
przebyły

drogę
3
m
,
a
w
każdej

następnej
sekundzie

o
0
.2
m
w
ięcej

niż
w

p
oprzedniej.

Jaką
drogę

przebyły
sanki

p
o
9
sekundach,

przy
założeniu,

że
na

torze
sanek

nie
znajdow

ały
się
żadne

przeszkody
(np.
drzew

a)?

Z
ad
an
ie
26.
W
yrazy

p
ew
nego

ciągu
geom

etrycznego
(a
n )
sp
ełniają

w
arunki:

{
a
1
+
a
2
+
a
3
=
2

a
4
+
a
5
+
a
6
=
−
2

A
by
w
yznaczyć

iloraz
q
tego
ciągu,

m
ożna

p
ostąpić

w
następujący

sp
osób:

1.
Z
apisać

drugie
rów
nanie

w
p
ostaci:

q
3(a
1
+
a
2
+
a
3 )
=
−
2.

2.
K
orzystając

z
rów
nania

pierw
szego:

a
1
+
a
2
+
a
3
=
2
...

3.
...
zapisać

rów
nanie:

q
3
=
−
1.

4.
Stąd

w
yliczyć,

że
q
=
−
1.

P
ostępując

analogicznie,
w
yznacz

iloraz
q
ciągu

geom
etrycznego

(b
n ),
któ-

rego
kolejne

w
yrazy

b3 ,b4 ,...,b8
sp
ełniają

w
arunki:

{
b3
+
b4
+
b5
+
b6
=
2

b5
+
b6
+
b7
+
b8
=
8

Z
ad
an
ie
27.
M
arta
kupiła

na
raty
telew

izor.
K
ażda

kolejna
rata
była
m
niej-

sza
od
p
oprzedniej

o
taką
sam
ą
kw
otę.
Ile
zapłaciła

M
arta
za
telew

izor,
jeśli

spłaciła
go
w
7
ratach,

a
czw
arta
rata
była
rów
na
350
zł?

Z
ad
an
ie
28.
Ile
w
yrazów

ciągu
o
w
yrazie

ogólnym
a
n
=
13
n−
4

30−
2
n
jest
w
iększych

niż
80?
P
odaj

te
w
yrazy.

Z
ad
an
ie
29.
U
zasadnij,

że
ciąg
(a
n )
dany

w
zorem

ogólnym
a
n
=
2
3
n−
1
jest

ciągiem
geom

etrycznym
.

Z
ad
an
ie
30.
O
blicz

granicę:

lim
n→
∞
3
+
7
+
11
+
...+

(4n
−
1)

3
n
2−
4n
+
10

4
1.2

G
ranica

ciągu

F
ak
t
1.6.
K
ażdy

ciąg
m
a
co
najw
yżej
jedną

granicę.

D
efi
n
icja
1.7.
Jeśli
ciąg
a
n
p
osiada

granicę
to
m
ów
im
y,
że
jest
zbieżny.

F
ak
t
1.8.
C
iąg
stały

jest
zbieżny.

Jego
granicą

jest
jego
jedyna

w
artość.

F
ak
t
1.9.
D
odanie

lub
usunięcie

z
ciągu

dow
olnej,

skończonej
ilości

w
yrazów

nie
w
pływ
a
na
jego
zbieżność

ani
na
w
artość

granicy
(o
ile
takow

a
istnieje).

F
ak
t
1.10.

Jeśli
ciągi

a
n
oraz
b
n
są
zbieżne,

to
ciągi

a
n ±
b
n ,
a
n ·b
n
są
rów
nież

zbieżne.
G
dy
dodatkow

o
lim
b
n
6=
0,
to
zbieżny

jest
ciąg

a
n
b
n
.

P
onadto

zachodzą
rów
ności:

lim
(a
n
±
b
n )
=
lim
a
n
±
lim
b
n

lim
(a
n
·b
n )
=
lim
a
n
·lim
b
n

lim
a
n

b
n
=
lim
a
n

lim
b
n

W
niosek

1.1.
Jeśli

c
∈

R
oraz
ciąg
a
n
jest
zbieżny

to
ciąg
c·
a
n
jest
zbieżny

oraz:
lim
(c·a

n )
=
c·lim

a
n

F
ak
t
1.11.

K
ażdy

ciąg
który

jest
m
onotoniczny

i
ograniczony

jest
zbieżny.

F
ak
t
1.12.

K
ażdy

ciąg
zbieżny

jest
ograniczony.

C
ią
gi
rozb
ieżn
e
Z
p
ow
yższego

faktu
łatw
o
w
yw
nioskow

ać,
że
istnieje

bar-
dzo
w
iele
ciągów

,które
nie
są
zbieżne

(są
to
na
przykład

w
szystkie

ciągi,które
nie
są
ograniczone).

O
kazuje

się,
że
jest
naw
et
gorzej

–
istnieją

ciągi
ograni-

czone,
które

nie
są
zbieżne.

P
rzy
k
ład
1.13.

C
iąg
a
n
=
(−
1)
n
jest
ograniczony,b

o
dla
każdego

n
zachodzi

|a
n |=
1.
N
ie
jest
natom

iast
zbieżny

(żadna
liczba

nie
sp
ełnia

definicji
granicy

ciągu).

C
iąg
który

nie
jest
zbieżny,

czyli
nie
p
osiada

skończonej
granicy,

nazyw
a

się
ciągiem

rozbieżnym
.

W
śród
ciągów

rozbieżnych,w
yróżniam

y
sp
ecjalną

klasę
ciągów

rozbieżnych
do
∞
oraz
−
∞
.

D
efi
n
icja
1.14.

M
ów
im
y,że
ciąg
a
n
jest
rozbieżny

do
∞
(lub
do
−
∞
)
gdy
dla

dow
olnej

liczby
rzeczyw

istej
x
istnieje

takiw
yraz
ciągu,że

w
szystkie

następne



12 Z
ad
an
ie
14
.
C
zt
er
y
lic
zb
y
tw
or
zą
ci
ąg
ge
om
et
ry
cz
ny
.
Z
na
le
źć
te
n
ci
ąg
w
ie
-

dz
ąc
,ż
e
su
m
a
w
yr
az
ów
sk
ra
jn
yc
h
je
st
ró
w
na
36
,z
aś
su
m
a
w
yr
az
ów
śr
od
ko
w
yc
h

24
.

Z
ad
an
ie
15
.
M
ię
dz
y
lic
zb
y
27
i
1 3
w
st
aw
tr
zy
ta
ki
e
lic
zb
y,
ab
y
z
da
ny
m
i

lic
zb
am
i
tw
or
zy
ły
ci
ąg
ge
om
et
ry
cz
ny
.

Z
ad
an
ie
16
(?
).
C
zt
er
y
lic
zb
y
tw
or
zą
ci
ąg
ge
om
et
ry
cz
ny
.I
lo
cz
yn
lo
ga
ry
tm
ów

dz
ie
si
ęt
ny
ch
pi
er
w
sz
ej
ic
zw
ar
te
jl
ic
zb
y
w
yn
os
i8
,a
ilo
cz
yn
lo
ga
ry
tm
ów
dr
ug
ie
j

i
tr
ze
ci
ej
lic
zb
y
w
yn
os
i
0.
Z
na
jd
ź
te
lic
zb
y.

Z
ad
an
ie
17
(?
).
Su
m
a
tr
ze
ch
lic
zb
tw
or
zą
cy
ch
ci
ąg
ge
om
et
ry
cz
ny
je
st
ró
w
na

62
.
Su
m
a
lo
ga
ry
tm
ów
dz
ie
si
ęt
ny
ch
ty
ch
lic
zb
je
st
ró
w
na
3.
W
yz
na
cz
te
n
ci
ąg
.

Z
ad
an
ie
18
.
D
an
y
je
st
ci
ąg
ge
om
et
ry
cz
ny
p
os
ta
ci
:

2,
2
p
−
1
,
2

(p
−
1)
2
,
2

(p
−
1)
3
,.
..

W
yz
na
cz
w
sz
ys
tk
ie
w
ar
to
śc
i
p
,
dl
a
kt
ór
yc
h
gr
an
ic
ą
te
go
ci
ąg
u
je
st
lic
zb
a:

a)
0,
b)
2.

4
Z
ad
an
ie
ró
żn
e

Z
ad
an
ie
19
.
T
rz
y
ko
le
jn
e
lic
zb
y
tw
or
zą
ci
ąg
ge
om
et
ry
cz
ny
.
Ic
h
su
m
a
w
y-

no
si
3
1 2
.
Je
że
li
do
dr
ug
ie
j
do
da
m
y
1 4
,
a
p
oz
os
ta
łe
zo
st
aw
im
y
b
ez
zm
ia
ny
,
to

ot
rz
ym
am
y
tr
zy
ko
le
jn
e
w
yr
az
y
ci
ąg
u
ar
yt
m
et
yc
zn
eg
o.
Z
na
jd
ź
te
lic
zb
y.

Z
ad
an
ie
20
.
T
rz
y
lic
zb
y
x,
y,
z,
kt
ór
yc
h
su
m
a
je
st
ró
w
na
26
tw
or
zą
ci
ąg

ge
om
et
ry
cz
ny
.
L
ic
zb
y
x+
1,
y+
6,
z+
3
tw
or
zą
ci
ąg
ar
yt
m
et
yc
zn
y,
Z
na
jd
ź
te

lic
zb
y.

Z
ad
an
ie
21
.
M
ię
dz
y
lic
zb
y
2
i
12
w
st
aw
dw
ie
lic
zb
y
ta
k,
ab
y
tr
zy
pi
er
w
sz
e

tw
or
zy
ły
ci
ąg
ge
om
et
ry
cz
ny
,
a
tr
zy
os
ta
tn
ie
ci
ąg
ar
yt
m
et
yc
zn
y.

Z
ad
an
ie
22
.
W
yz
na
cz
dw
a
ci
ąg
i:
ar
yt
m
et
yc
zn
y
a
1
,a
2
,a
3
i
ge
om
et
ry
cz
ny

b 1
,b
2
,b
3
ta
ki
e,
że
:

a
1
b 1
=
1,
a
2
b 2
=
4,
a
3
b 3
=
12
,a
1
+
a
2
+
a
3
=
6.

Z
ad
an
ie
23
.
B
al
on
w
zn
ió
sł
si
ę
w
pi
er
w
sz
ej
m
in
uc
ie
na
w
ys
ok
oś
ć
64
m
a
w

ka
żd
ej
na
st
ęp
ne
j,
pr
zy
ro
st
w
ys
ok
oś
ci
by
ł
dw
a
ra
zy
m
ni
ej
sz
y
ni
ż
w
p
op
rz
ed
ni
ej
.

N
a
ja
ki
ej
w
ys
ok
oś
ci
by
ł
ba
lo
n
p
o
8
m
in
ut
ac
h?

1.
3
Z
ad
an
ia

5

w
yr
az
y
są
w
ię
ks
ze
(m
ni
ej
sz
e)
od
te
go
x
.
P
is
ze
m
y
w
ów
cz
as
:
lim
n
→
∞
a
n
=
∞

(l
im
n
→
∞
a
n
=
−
∞
)
i
m
ów
im
y,
że
ci
ąg
p
os
ia
da
gr
an
ic
ę
„n
ie
w
ła
śc
iw
ą”
1
.

W
ię
ce
j
in
fo
rm
ac
ji
o
gr
an
ic
ac
h
ci
ąg
ów
,
w
ty
m
m
et
od
y
ic
h
ob
lic
za
ni
a
m
u-

si
sz
zn
al
eź
ć
w
e
w
ła
sn
ym
za
kr
es
ie
.
P
ol
ec
am
y
w
ty
m
ce
lu
st
ro
nę
:
ht
tp
:/
/w
ww
.

ma
te
ma
ty
ka
.o
rg
.

1.
3
Z
ad
an
ia

Z
ad
an
ie
1.
W
śr
ód
p
on
iż
sz
yc
h
ci
ąg
ów
w
sk
aż
ci
ąg
i:
og
ra
ni
cz
on
e,
m
on
ot
on
ic
zn
e

(n
ap
is
z
ja
ki
to
ro
dz
aj
m
on
ot
on
ic
zn
oś
ci
),
ró
żn
ow
ar
to
śc
io
w
e,
zb
ie
żn
e,
ro
zb
ie
żn
e

do
±
∞
:

a)
a
n
=
2
·n
−
1

b)
b n
=
2n
+
1

c)
c n
=
( 1 2) n

+
1

d)
d
n
=
(−
2)
n

e)
e n
=
si
n(
n
)

f)
f n
=
n
2
+
4n
+
4

Z
ad
an
ie
2.
O
bl
ic
z
gr
an
ic
ę
ci
ąg
ów
(l
ub
na
pi
sz
że
ni
e
is
tn
ie
je
).

a)
a
n
=

1
2n
+
1

b)
b n
=
n
3
−
10
0n
2
+
1

n
2
+
10

c)
c n
=
5n
2
−
10
00
0n
+
13

2n
2
+
25
6n
−
11

d)
d
n
=
( 1 2) n

e)
e n
=
√
2n
+
3

f)
f n
=
√ 10

n
2
−
1

5n
+
2

2
C
ią
g
ar
yt
m
et
yc
zn
y

2.
1
D
efi
n
ic
je

C
ią
g
ar
yt
m
et
yc
zn
y
je
st
sz
cz
eg
ól
ny
m
ci
ąg
ie
m
,k
tó
ry
sp
eł
ni
a
p
on
iż
sz
ą
(z
up
eł
ni
e

ni
e
fo
rm
al
ną
)
de
fin
ic
ję
.

D
efi
n
ic
ja
2.
1
(c
ią
g
ar
yt
m
et
yc
zn
y)
.
C
ią
g
ar
yt
m
et
yc
zn
y
je
st
to
ci
ąg
,
w
kt
ó-

ry
m
ka
żd
y
(p
oz
a
pi
er
w
sz
ym
)
w
yr
az
p
ow
st
aj
e
p
op
rz
ez
do
da
ni
e
st
ał
ej
,u
st
al
on
ej

lic
zb
y
r
do
w
yr
az
u
p
op
rz
ed
ni
eg
o:

a
1
+
r
−−→
a
2
+
r
−−→
a
3
+
r
−−→
a
4
+
r
−−→
..
.

L
ic
zb
ę
r
na
zy
w
am
y
w
te
dy
ró
żn
ic
ą
ci
ąg
u
ar
yt
m
et
yc
zn
eg
o.

1
W
ni
ek
tó
ry
ch
p
od
rę
cz
ni
ka
ch
m
oż
na
sp
ot
ka
ć
si
ę
z
ok
re
śl
en
ie
m
,
że
ci
ąg
je
st
zb
ie
żn
y
do

∞
.
M
y
b
ęd
zi
em
y
je
dn
ak
m
ów
ić
,
że
ci
ąg
je
st
ro
zb
ie
żn
y
do
∞
co
zn
ac
zy
ty
le
sa
m
o,
je
dn
ak

p
od
kr
eś
la
,
że
da
ny
ci
ąg
ni
e
sp
eł
ni
a
p
od
an
ej
w
cz
eś
ni
ej
de
fin
ic
ji
zb
ie
żn
oś
ci
.
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Z
adania
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P
rzy
k
ład
3.13.

K
orzystając

z
danego

w
zoru,

p
oliczym

y
następującą

sum
ę:

2
+
4
+
8
+
16
+
32
+
64
+
...+

1024
+
2048
.

Z
auw
ażm
y
że
dodaw

ane
liczby

tw
orzą
ciąg
geom

etryczny
a
1 ,a
2 ,...,a

n ,
w

którym
a
1
=
2,
q
=
2,
a
n
=
2048.

A
by
obliczyć

liczb
ę
w
yrazów

tego
ciągu

w
ykorzystam

y
w
zór:

a
n
=
a
1 ·
q
n−
1.

Z
atem
:

2048
=
2
·2
n−
1

2048
=
2
n

n
=
11

Stąd,
szukana

sum
a
rów
na
jest:

S
11
=
2
·
1
−
2
11

1
−
2
=
2
·
1
−
2048
1
−
2
=
2
·2047

=
4094
.

W
skazów

ka:
W
czasie

rozw
iązyw

ania
zadań

dotyczących
ciągu

geom
e-

trycznego,
w
szelkie

„dane”
i
„szukane”

przedstaw
w
p
ostaci

oznaczeń:
a
1 ,
q

itp.U
łatw
ia
to
koncentrację

ikojarzenie
odp
ow
iednich

w
zorów

irelacjim
iędzy

w
ielkościam

i.

3.4
Z
ad
an
ia

Z
ad
an
ie
9.
T
rójka

liczb
całkow

itych
tw
orzy
ciąg
geom

etryczny
o
ilorazie

cał-
kow
itym
.
G
dy
najm
niejszą

z
nich
zw
iększym

y
o
9,
to
p
ow
stanie

ciąg
arytm

e-
tyczny.

Jakie
to
liczby?

Z
ad
an
ie
10.
P
iłka,

odbijając
się
od
ziem
i
osiąga

za
każdym

razem
w
yso-

kość
w
ynoszącą

35
p
oprzedniej.

Jak
w
ysoko

w
zniosła

się
piłka

p
o
pierw

szym
uderzeniu,

jeśli
p
o
czw
artym

odbiła
się
na
w
ysokość

27
cm
?

Z
ad
an
ie
11.
P
odaj

w
zór
ogólny

ciągu
geom

etrycznego
(a
n )
o
w
yrazach:

12
,4
,
43 .

Z
ad
an
ie
12.
L
iczby

b,c,d
tw
orzą

ciąg
geom

etryczny.
W
ielom

ian:
W
(x)
=

x
3−
bx
2
+
cx
+
d
jest
p
odzielny

przez
x
2−
1.
Z
najdź

liczby
b,c,d.

Z
ad
an
ie
13.
Sum
a
trzech

liczb
tw
orzących

ciąg
geom

etryczny
jest
rów
na
62,

a
iloczyn

jest
rów
ny
1000.

W
yznacz

ten
ciąg.

6
2.2

W
łasności

ciągu
arytm

etycznego

U
w
aga
2.2.
C
iąg
arytm

etyczny
m
oże
być
skończony

bądź
nieskończony.Jeśli

jest
to
ciąg
nieskończony

to:

dla
każdego

n
∈

N
+

a
n
+
1
=
a
n
+
r.

Jeśli
ciąg
jest
skończony

i
m
a
p
ow
iedzm

y
k
w
yrazów

,
to:

dla
każdego

n=
1,2,3,...,k-1

a
n
+
1
=
a
n
+
r.

2.2
W
łasn
ości
ciągu

arytm
etyczn

ego

F
ak
t
2.3.
D
la
ciągu

arytm
etycznego

o
pierw

szym
w
yrazie

a
1
i
różnicy

r
w
zór

ogólny
ciągu

m
a
postać:

a
n
=
a
1
+
(n
−
1)r

P
roblem

2.1.
C
zy
p
otrafisz

udow
odnić

p
ow
yższy

fakt?
(W
skazów

ka:
przepro-

w
adź
dow
ód
indukcyjny).

C
iąg
arytm

etyczny
należy

utożsam
iać
z
funkcją

liniow
ą.
Z
auw
ażm
y
b
o-

w
iem
,
że
z
faktu

p
odanego

w
yżej
w
ynika,

że:
a
n
=
n
r
+
a
1
−
r,
Jeśli

teraz,
m
ów
iąc
obrazow

o,
zam
ienim

y
literkę

n
na
x
a
literkę

a
na
określenie

jakieś
funkcji,

np.
f
to
otrzym

am
y
w
zór
bardzo

p
odobny

do
typ
ow
ego
w
zoru
funk-

cji
liniow

ej.
R
easum

ując,
ciąg
arytm

etyczny
jest
funkcją

daną
w
zorem

funkcji
liniow

ej
z
dziedziną

liczba
naturalnych.

F
ak
t
2.4.

C
iąg
jest
arytm

etyczny
w
tedy
i
tylko

w
tedy,

gdy
m
oże
być
zadany

w
zorem

funkcji
liniow

ej.

U
w
aga
2.5.
T
rzy
liczby

a
,b,c
tw
orzą
ciąg
arytm

etyczny
w
tedy
itylko

w
tedy,

gdy:
c−
b
=
b−
a

a
stąd

b
=
a+
c
2
(czyli

w
yraz

środkow
y
jest
średnią

arytm
etyczną

w
yrazów

sąsiednich).

U
w
aga
2.6.
O
gólnie,ciąg

(a
n )
jest
arytm

etyczny,gdy
dla
każdego

n
zachodzi:

a
n
+
1 −
a
n jest

stałe
(tzn.

nie
zależy

od
n).

P
rzy
k
ład
2.7.
C
iąg
dany

w
zorem

ogólnym
a
n
=
4n
−
3
jest
ciągiem

arytm
e-

tycznym
,
b
o

a
n
+
1 −
a
n
=
4(n
+
1)−
3
−
(4n
−
3)
=
4
.

N
atom
iast
ciąg
a
n
=
n
2
nie
jest
ciągiem

arytm
etycznym

,
gdyż:

a
n
+
1 −
a
n
=
(n
+
1) 2−

n
2
=
2n
+
1.
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3.
3
Su
m
a
ci
ąg
u
ge
om
et
ry
cz
ne
go

A
st
ąd
w
yn
ik
a
w
zó
r:

b2
=
a
·c
.

F
ak
t
3.
7.
K
aż
dy
w
yr
az
ci
ąg
u
ge
om
et
ry
cz
ne
go
,
op
ró
cz
pi
er
w
sz
eg
o
i
os
ta
tn
ie
go

(o
ile
ta
ki
is
tn
ie
je
)
m
a
tę
w
ła
sn
oś
ć,
że
je
go
kw
ad
ra
t
je
st
ró
w
ny
ilo
cz
yn
ow
i

w
yr
az
ów
są
si
ed
ni
ch
:

a
2 n
=
a
n
−
1
a
n
+
1
.

F
ak
t
3.
8.
Je
że
li
w
yr
az
y
ci
ąg
u
ge
om
et
ry
cz
ne
go
są
ni
eu
je
m
ne
,
to
ka
żd
y
w
yr
az

ci
ąg
u,
op
ró
cz
pi
er
w
sz
eg
o
i
os
ta
tn
ie
go
(o
ile
ta
ki
is
tn
ie
je
)
je
st
śr
ed
ni
ą
ge
om
e-

tr
yc
zn
ą
w
yr
az
ów
są
si
ed
ni
ch
:

a
n
=
√
a
n
−
1
a
n
+
1
.

P
rz
y
k
ła
d
3.
9.
C
ią
g
da
ny
w
zo
re
m
og
ól
ny
m
a
n
=
7
·1
0n
je
st
ci
ąg
ie
m
ge
om
e-

tr
yc
zn
ym
,
b
o

a
n
+
1

a
n
=
7
·1
0n
+
1

7
·1
0n
=
10
.

N
at
om
ia
st
ci
ąg
a
n
=
1
+
10
n
ni
e
je
st
ci
ąg
ie
m
ge
om
et
ry
cz
ny
m
gd
yż
:

a
n
+
1

a
n
=
1
+
10
n
+
1

1
+
10
n
ni
e
je
st
st
ał
e.

F
ak
t
3.
10
(m
on
ot
on
ic
zn
oś
ć
ci
ąg
u
ge
om
et
ry
cz
ne
go
).
Je
śl
i
q
>
1
to
ci
ąg
ge
o-

m
et
ry
cz
ny
je
st
m
on
ot
on
ic
zn
y:

•
je
śl
i
q
>
1
∧
a
1
>
0
lu
b
je
śl
i
1
>
q
>
0
∧
a
1
<
0,
to
ci
ąg
je
st
ro
sn
ąc
y,

•
je
śl
i
q
=
1
∨
q
=
0,
to
ci
ąg
je
st
st
ał
y,

•
je
śl
i
1
>
q
>
0
∧
a
1
<
0
lu
b
je
śl
i
q
>
1
∧
a
1
<
0,
to
ci
ąg
je
st
m
al
ej
ąc
y.

3.
3
S
u
m
a
ci
ąg
u
ge
om
et
ry
cz
n
eg
o

F
ak
t
3.
11
.
Su
m
a
k
po
cz
ąt
ko
w
yc
h
w
yr
az
ów
ci
ąg
u
ge
om
et
ry
cz
ne
go
(a
n
)
je
st

ró
w
na
:

S
k
=
a
1
1
−
qk

1
−
q
.

W
zó
r
je
st
po
pr
aw
ny
gd
y
q
6=
1.

U
w
ag
a
3.
12
.
O
cz
yw
iś
ci
e
gd
y
q
=
1,
ci
ąg
ge
om
et
ry
cz
ny
je
st
ci
ąg
ie
m
st
ał
ym
i

su
m
ę
k
w
yr
az
ów
lic
zy
m
y
z
w
zo
ru
S
k
=
k
·a
1
.

2.
3
Su
m
a
ci
ąg
u
ar
yt
m
et
yc
zn
eg
o

7

F
ak
t
2.
8.
K
aż
dy
ci
ąg
ar
yt
m
et
yc
zn
y
je
st
m
on
ot
on
ic
zn
y:

•
je
śl
i
r
>
0,
to
ci
ąg
je
st
ro
sn
ąc
y,

•
je
śl
i
r
=
0,
to
ci
ąg
je
st
st
ał
y,

•
je
śl
i
r
<
0,
to
ci
ąg
je
st
m
al
ej
ąc
y.

2.
3
S
u
m
a
ci
ąg
u
ar
yt
m
et
yc
zn
eg
o

F
ak
t
2.
9.
Su
m
a
k
po
cz
ąt
ko
w
yc
h
w
yr
az
ów
ci
ąg
u
ar
yt
m
et
yc
zn
eg
o
(a
n
)
je
st
ró
w
-

na
:

S
k
=
a
1
+
a
k

2
k
.

Se
ns
p
ow
yż
sz
eg
o
fa
kt
u
je
st
pr
os
ty
.S
um
a
p
ew
ne
j
lic
zb
y
ko
le
jn
yc
h
w
yr
az
ów

ci
ąg
u
ar
yt
m
et
yc
zn
eg
o
ró
w
na
si
ę
śr
ed
ni
ej
ar
yt
m
et
yc
zn
ej
pi
er
w
sz
eg
o
io
st
at
ni
eg
o

z
ty
ch
w
yr
az
ów
,
p
om
no
żo
ne
j
pr
ze
z
lic
zb
ę
ty
ch
w
yr
az
ów
.

P
rz
y
k
ła
d
2.
10
.
K
or
zy
st
aj
ąc
z
da
ne
go
w
zo
ru
,
p
ol
ic
zy
m
y
na
st
ęp
uj
ąc
ą
su
m
ę:

5
+
11
+
17
+
..
.+
65
.

Z
au
w
aż
m
y
że
do
da
w
an
e
lic
zb
y
tw
or
zą
ci
ąg
ar
yt
m
et
yc
zn
y
a
1
,a
2
,.
..
,a
n
,
w

kt
ór
ym
a
1
=
5,
r
=
6,
a
n
=
65
.
A
by
ob
lic
zy
ć
lic
zb
ę
w
yr
az
ów
te
go
ci
ąg
u

w
yk
or
zy
st
am
y
w
zó
r:

a
n
=
a
1
+
(n
−
1)
r.

Z
at
em
:

65
=
5
+
(n
−
1)
·6

n
=
11

St
ąd
,
sz
uk
an
a
su
m
a
ró
w
na
je
st
:

S
11
=
5
+
65
2
·1
1
=
38
5.

Ja
k
p
ok
az
uj
e
pr
zy
kł
ad
,c
ią
gi
ar
yt
m
et
yc
zn
e
są
cz
ęs
to
p
om
oc
ne
w
za
da
ni
ac
h,

w
kt
ór
yc
h
tr
eś
ci
ni
e
m
a
m
ow
y
ni
c
o
ża
dn
ym
ci
ąg
u
(z
au
w
aż
,
że
za
da
ni
e
z

pr
zy
kł
ad
u
br
zm
ia
ło
,„
ob
lic
z
da
ną
su
m
ę”
).
D
la
te
go
,a
by
uł
at
w
ić
ro
zw
ią
zy
w
an
ie

ró
żn
yc
h
za
da
ń,
w
kt
ór
yc
h
p
oj
aw
ia
si
ę
ci
ąg
ar
yt
m
et
yc
zn
y,
w
ar
to
pa
m
ię
ta
ć
o

ty
m
,
co
m
ów
i
p
on
iż
sz
a
w
sk
az
ów
ka
.
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3
C
iąg
geom

etryczny

3.1
D
efi
n
icje

C
iąg
geom

etryczny,p
odobnie

jak
arytm

etyczny,jest
szczególnym

ciągiem
,któ-

ry
sp
ełnia

p
oniższą

(zup
ełnie

nie
form
alną)

definicję.

D
efi
n
icja
3.1
(ciąg

geom
etryczny).

C
iąg
geom

etryczny
jest
to
ciąg,w

którym
każdy

(p
oza
pierw

szym
)
w
yraz

p
ow
staje

p
oprzez

p
om
nożenie

przez
p
ew
ną

stałej,
ustaloną

liczb
ę
q
w
yrazu

p
oprzedniego:

a
1
·q−→
a
2
·q−→
a
3
·q−→
a
4
·q−→
...

L
iczb
ę
q
nazyw

am
y
w
tedy
ilorazem

ciągu
geom

etrycznego.

U
w
aga
3.2.
C
iąg
geom

etryczny
m
oże
być
skończony

bądź
nieskończony.Jeśli

jest
to
ciąg
nieskończony

to:

dla
każdego

n
∈

N
+

a
n
+
1
=
a
n
·
q.

Jeśli
ciąg
jest
skończony

i
m
a
p
ow
iedzm

y
k
w
yrazów

,
to:

dla
każdego

n=
1,2,3,...,k-1

a
n
+
1
=
a
n
·
q.

3.2
W
łasn
ości
ciągu

geom
etryczn

ego

F
ak
t
3.3.
D
la
ciągu

geom
etrycznego

o
pierw

szym
w
yrazie

a
1
i
ilorazie

q
w
zór

ogólny
ciągu

m
a
postać:

a
n
=
a
1 ·q
n−
1

P
roblem

3.1.
C
zy
p
otrafisz

udow
odnić

p
ow
yższy

fakt?
(W
skazów

ka:
przepro-

w
adź
dow
ód
indukcyjny).

F
ak
t
3.4.
C
iąg
jest
ciągiem

geom
etrycznym

w
tedy
i
tylko

w
tedy
gdy
jest
dany

w
zorem

funkcji
w
ykładniczej.

F
ak
t
3.5.
O
gólnie,

ciąg
(a
n )
jest
geom
etryczny,

gdy
dla
każdego

n
zachodzi:

a
n
+
1

a
n
=
q

iloraz
jest
stały

(tzn.
nie
zależy

od
n).

U
w
aga
3.6.

T
rzy
liczby

a
,b,c
(przy

założeniu
a
6=
0
∧
b
6=
0)
tw
orzą
ciąg

arytm
etyczny

w
tedy
i
tylko

w
tedy,

gdy:

cb
=
ba
.

8
2.4

Z
adania

W
skazów

ka:
W
czasie

rozw
iązyw

ania
zadań

dotyczących
ciągu

arytm
e-

tycznego,
w
szelkie

„dane”
i
„szukane”

przedstaw
w
p
ostaci

oznaczeń:
a
1 ,
r

itp.
U
łatw
ia
to
koncentrację

i
kojarzenie

odp
ow
iednich

w
zorów

i
relacji

m
ię-

dzy
w
ielkościam

i.

2.4
Z
ad
an
ia

Z
ad
an
ie
3.
O
blicz

w
yraz
pierw

szy,
różnicę

ciągu
arytm

etycznego
i
sum
ę
10

pierw
szych

w
yrazów

,
gdy:

a)
a
6
=
20,a

10
=
4,

b)
a
5
=
20,a

9
=
36,

c)
a
4
=
5,a
11
=
34.

Z
ad
an
ie
4.
D
la
jakich

w
artości

x
p
odane

liczby
są
kolejnym

w
yrazam

i
ciągu

arytm
etycznego?

P
odaj

te
w
yrazy:

a)
2x
−
1,2x
+
5
,3x
+
4,

b)
(x
+
1) 2,(2x

+
1) 2,(3x

−
1) 2.

Z
ad
an
ie
5.
O
blicz

sum
ę
w
szystkich

liczb
dw
ucyfrow

ych
które:

a)
są
p
odzielne

przez
3,

b)
są
niep
odzielne

przez
5,

c)
przy
dzieleniu

przez
6
dają
resztę

4.

Z
ad
an
ie
6.
C
zw
arty
w
yraz
ciągu

arytm
etycznego

jest
rów
ny
6.
O
blicz

sum
ę

siedm
iu
p
oczątkow

ych
w
yrazów

tego
ciągu.

Z
ad
an
ie
7.
D
rugiw

yraz
ciągu

arytm
etycznego

jest
rów
ny
4,a
czw
arty
w
ynosi

16.
O
blicz

sum
ę
dziesięciu

p
oczątkow

ych
w
yrazów

o
num
erach

parzystych.

Z
ad
an
ie
8.
C
iąg
arytm

etyczny
składa

się
z
16
w
yrazów

.Sum
a
w
yrazów

o
nu-

m
erach

parzystych
jest
rów
na
256,a

sum
a
w
yrazów

o
num
erach

nieparzystych
jest
rów
na
240.
O
blicz

pierw
szy
i
ostatni

w
yraz
tego
ciągu.


