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gdzie a, # 0 oraz an,an—_1,-..,a1,a9 € R. Liczby an,an—1,...,a1,a9 zwyklto
nazywaé sie wspotczynnikami. Liczba ag czesto nazywana jest rowniez wyra-
zem wolnym.

Przyktad 1.2. Funkcja W (z) = 327 + 42 — 2 jest wielomianem stopnia 7.

Przyklad 1.3. Funkcja W (z) = (m—3)x%+42°—3x+14 jest wielomianem, ale
stopien tego wielomianu zalezy od warto$ci parametru m: dla m # 3 stopien
W (z) wynosi 6 natomiast dla m = 3 stopien W (z) wynosi 5.

Uwaga 1.4 (funkcja liniowa i kwadratowa jako wielomiany). Funkcje liniowa
i kwadratowa sg wielomianami. Funkcja kwadratowa jest wielomianem stopnia
2, funkcja liniowa postaci f(x) = ax + b, gdzie a # 0 jest oczywiscie wielomia-
nem stopnia 1, jedli a = 0 oraz b # 0 to jest to wielomian stopnia 0. Dodatkowo
przyjmuje sig, ze funkcja f(x) = 0 tez jest wielomianem, a jego stopien wynosi
—00.

2 Wykresy i wlasnosci

Wykresem wielomianu jest krzywa, ktéra przypomina nieskoniczenie dtugi drut,
ktory dla prostoty, bedziemy w tej ksiazce okresla¢ jako ,,wezyk”. Warto wie-
dzie¢, ze dla kazdego wielomianu zachodzi kilka faktéw odnosnie jego wykresu
i wlasnoéci:

e ilo$¢ miejsc zerowych wielomianu nie przekracza jego stopnia,
e ilos¢ ekstreméw lokalnych wielomianu jest mniejsza od jego stopnia.
Co wiecej wiemy, ze:

a) jesli stopien wielomianu n jest parzysty, to:

e oba ramiona ,wezyka’ sa skierowane w ta sama strone (gdy a, > 0
to w gore, a gdy a, < 0 to w dol),

e moze w og0le nie by¢ miejsc zerowych,

e jest nieparzysta ilo$¢ ekstremoéw, tzn. jedno, trzy, ... lub n — 1.
b) jesli stopien wielomianu n jest nieparzysty, to:

e jedno ramie ,wezyka” jest skierowane w gore, a drugie w dét (kierunek
prawego ramienia wyznaczamy z wspo6lczynnika ay, ),
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b) -12,

c) -18.

Zadanie 44. Niech f(x) = 23 — ma? + z (gdzie m jest parametrem).
a) Jesli m = —2 to funkcja f ma dwa ekstrema lokalne.

b) Jedli m = —/3 to funkcja f ma jedno ekstremum lokalne.

c) Jedli m € (—v/3,v/3) to funkcja jest rosnaca w zbiorze R.

Zadanie 45. Wykres funkcji y = 2(z — 3)? — 3 otrzymamy z wykresu funkcji
y = 22> w wyniku przesuniecia o wektor:

a) @=3,3],
b) @ =[-3,—3],
¢) @=[3,-3]

Zadanie 46. Dane jest réwnanie: 22 — 322 +4 = 0.

a) pierwiastkiem tego réwnania jest -1,

b) réwnanie to ma pierwiastek dwukrotny,

¢) réwnanie to ma pierwiastek trzykrotny.

Zadanie 47. Niech bedzie dany wielomian W (x) = (1 — z + 2%)%°. Wéwczas:
a) W nie ma pierwiastkéw rzeczywistych,

b) pochodna tego wielomianu nie ma pierwiastkéw rzeczywistych,

c¢) funkcja W(z) jest malejaca w (—o0;0.5).

Zadanie 48. Wielomian (x —2)'° 4+ (z — 1) — 1 jest podzielny przez:
a) dwumian = — 2,

b) tréjmian (z — 2)(z — 1),

c¢) wielomian z(x — 1)(z — 2).

Zadanie 49. Réwnanie 23 + 222 — 1 = 0:

a) nie ma pierwiastkéw wymiernych,
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3 Twierdzenia dotyczace wielomianéw

W tym podrozdziale zebrano najwazniejsze twierdzenia dotyczace wielomia-
noéw. Zapoznaj sie z tredcia tych twierdzen i sprawdz czy dokladnie rozumiesz
ich tres¢. Dobre poznanie tych twierdzen jest o tyle wazne, ze wiekszo$¢ zadan
o wielomianach (lub zadan w ktérych w jakiej$ postaci pojawiaja sie wielo-
miany) wymaga uzy¢ niektérych z nich.

Twierdzenie 3.1 (o rozkladzie). Kazdy wielomian mozna roztozyé na iloczyn
czynnikow stopnia nie wiekszego niz 2.

Przyktad 3.2. Rozlozymy kilka wielomianéw na czynniki.
1. 2% - 6254+ 928 =2 (2?2 —62+9) =2 -2-2-2-(x—3)- (v —3),
2. 62° —zt+ad=zx-z-2- (622 — 2+ 1),
3. 2t 42?41 = (244222 +1) - 22 = (22 +1)2 —2? = (22 +1—2) (2% + 1 +2).

Twierdzenie 3.3 (o dzieleniu wielomianéw). Jesli wielomian W (z) dzielimy
przez Q(x) i dostajemy wynik P(x) i reszte R(x), to:

W(z) = P(2)Q(z) + R(x).
Co wiecej stopieri R(x) jest mniejszy niz stopien Q(x).

Twierdzenie 3.4 (twierdzenie Bezoute’a). Liczba a jest pierwiastkiem wie-
lomianu W (z) wtedy i tylko wtedy, gdy wielomian W (z) jest podzielny przez
dwumian (x — a).

Twierdzenie 3.5 (rozszerzone twierdzenie Bezoute’a). Reszta z dzielenia wie-
lomianu W (x) przez (x — a) wynosi W(a).

Twierdzenie 3.6 (o pierwiastkach wymiernych wielomianu o wspétczynni-
kiach catkowitych). Jesli liczba w“ gdzie p, q to liczby catkowite, jest pierwiast-

kiem wielomianu a,x™+a, 12" +. . .+aiz+ag, gdzie wszystkie wspotczynniki
sq catkowite, to p jest podzielnikiem ag, natomiast q jest podzielnikiem a,,,

4 Wiadomosci dodatkowe

4.1 Sposoby dzielenia wielomianéw

W twierdzeniach z poprzedniego punktu czesto byla mowa o tym, ze jeden
wielomian jest podzielny przez drugi, lub ze dzielimy jeden wielomian przez

5.2 Zadania testowe 17

c¢) dla dowolnego p € R.

Zadanie 33. Dany jest wielomian: W(x) = 23 —3z2+az—9. Jest on podzielny
przez dwumian x — 3, zatem:

a) a =3,
b) jedynym pierwiastkiem W (x) jest liczba 3,

c¢) dla kazdej liczby catkowitej n podzielnej przez 3 liczba W (n) jest podzielna
przez 3.

Zadanie 34. Zbiér rozwiazan nieréwnoéci: (z — 1)(z — 2)%(z — 3) < 0 jest:
a) zawarty w zbiorze rozwiazan nieréwnosci: (x — 1)(z — 3) < 0,
b) réwny zbiorowi rozwiazan nieréwnosci: (x — 1)(z — 3) < 0,

¢) réowny (—oo,1) U (2,3).

Zadanie 35. Funkcja f(r) = 2® — 322 + 122z — 15 dlaz € R:

a) ma dwa ekstrema lokalne,

b) jest malejaca w (—o0, 1),

c) jest rosnaca w zbiorze R.

Zadanie 36. Wielomian W (z) = (2x — 1)!%:

a) jest wielomianem stopnia 20,

b) ma wspodlczynnik przy najwyzszej potedze réwny 1024,

¢) ma sume wspolczynnikéw réwna 1023.

Zadanie 37. Niech W (z) = (z + 1)2. Liczba r jest reszta z dzielenia wielo-
mianu W przez dwumian x — p. Wtedy:

a) r=p>+2p+1,
b) r >0,
c) r=0.

Zadanie 38. Niech bedzie dany wielomian W(x) = 22 — 1, oraz funkcja
f(z) =W (W (z)). Podaj jawny wzor funkcji f oraz sprawdz czy:
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6 4.2 Ré6wnos$é wielomiandow

rzedzie w pierwszym wolnym miejscu poczawszy od strony lewej. Sumujemy
wyrazy w kolumnie do ktérej wtasnie wpisaliSmy wynik mnozenia, i sume za-
pisujemy w ostatnim wierszu. To postepowanie powtarzamy az do wypelnienia

tabeli.
71 0 5 3 1

—210|—-14 28| —66| 126
7| —-14 33| —-63 | 127

Teraz pozostaje odczytanie wyniku. Wynikiem dzielenia jest wielomian V' (x)
o stopniu dokladnie o jeden mniejszym od stopnia wielomianu W (z). O wspdl-
czynnikach zapisanych w ostatnim wierszu, w kolumnach od drugiej do przed-
ostatniej:

V(x) = 723 — 142% 4 33z — 63.

Pozostata ostatnia komoérka w ostatnim wierszu jest reszta.

Uwaga 4.2. Sa rézne sposoby zapisu tabelki dzielenia wielomianéw metoda
Hornera. Na stronie www.matematyka.org przedstawiono na przyktad nieco
inny sposéb tylko z dwoma wierszami. Sposob prezentowany tutaj pomaga jed-
nak uniknaé¢ wiele bledéw rachunkowych. Oczywiscie sama metoda/schemat
sa takie same niezaleznie od tego jaka tabelke sie stosuje — idea pozostaje bez
zmian!

4.2 Rownosé wielomiandéw

Definicja 4.3 (réwnos$é¢ wielomianéw). Méwimy, ze dwa wielomiany sa réwne,
gdy sa tego samego stopnia oraz gdy maja takie same wspolczynniki przy
wszystkich potegach.

Przyktad 4.4. Wiclomiany W (z) = 2* 4 322 — 7 jest réwny wielomianowi
V(z) = ka® + 2* + az? — 7 wtedy i tylko wtedy, gdy k = 0 oraz a = 3.

Fakt 4.5 (o réwnoéci wielomianéw). Jesli dwa wielomiany stopnia co najwyzej
n majqg takie same wartosci dla n + 1 argumentow, to sqg rowne.

Przyktad 4.6. Zalézmy, ze wielomiany: W (z) = a(x—2)(x —3)+b(z—1)(z—
3) + c(x — 1)(z — 2) oraz G(z) = 52? — 192 = 18 s3 réwne. Zastanéwmy sie
jakie w takim razie musza by¢ wartosci parametréw a, b, c.

Po pierwsze zauwazmy, ze wielomian G jest stopnia 2, natomiast wielomian
W jest stopnia co najwyzej 2. W takim razie, korzystajac z poprzedniego
faktu, wystarczy sprawdzi¢ czy wielomiany przyjmuja takie same wartosci dla
przynajmniej trzech réznych argumentéw. Oczywiscie argumenty te moga by¢
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5.2 Zadania testowe

W zadaniach testowych, nalezy ustosunkowaé sie do kazdego z podpunktéw
oznaczajac go jako prawdziwy lub falszywy oraz, w przypadku niektérych
zadan, wykonaé¢ dodatkowe polecenia. (Mozliwe sg oczywiscie wszystkie kombi-
nacje odpowiedzi. Moze sie zdarzy¢ nawet, ze wszystkie trzy podpunkty moga
by¢ falszywe lub prawdziwe.) Kazda swoja odpowiedZ sprébuj uzasadnié.

Zadanie 23. Wielomian dany wzorem: W (x) = z* + 23 + a2 + az + b jest
podzielny przez wielomian:

a) x — 1 wtedy i tylko wtedy, gdy a =01 b =0,
b) x + 1 wtedy i tylko wtedy, gdy a =3ib=0,
c) 2% — 1 wtedy i tylko wtedy, gdy a = —11i b = 0.

Zadanie 24. Zbiér wartosci funkcji f: (0,2) — R danej wzorem f(x) =
—22 4+ 2+ 1 jest:

a) zawarty w zbiorze (—oo, 1),
b) réwny (—1,1),
¢) zawarty w zbiorze (—1.5;1.5).

Zadanie 25. Do wykresu wielomianu danego wzorem: W (z) = 2% — 222 + max
naleza dwa punkty w ktérych styczne sa rownolegte do prostej y = 2z dla:

a) m=3,
b) m =4,

10
c) m> .

Wskazéwka: Skorzystaj z pochodnej i wzoru na styczna w punkcie.
Zadanie 26. Wielomian Q(z) = 2% — ma? + 3z — 3:

a) ma dwa ekstrema lokalne gdy —3 < m < 3,

b) jest funkcja rosnaca gdy m € (-3, 3),

¢) nie ma ekstreméw lokalnych gdy m € (-3, 3).

Zadanie 27. Dane sg funkcje f(z) = 2% — 222+ 5 oraz g(z) = —a* + 222 — 5.
Cazy:
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8 4.3 Wielokrotne pierwiastki wielomianu

Przyktad 4.9. Liczba —1 jest pierwiastkiem wielomianu W (z) = 2° + z* +
x3 + 2?2 — 20 — 2. Sprawdzimy ile wynosi krotno$é tego pierwiastka. Najpierw
przekonajmy sie, czy rzeczywidcie —1 jest pierwiastkiem:

W(-=1)=-1+1-14+1+2-2=0.
Latwo policzy¢ pierwsza pochodna tego wielomianu - ma ona postaé: W' (x) =
524 + 423 4 322 + 22 — 2. Sprawdzmy czy —1 jest réwniez pierwiastkiem po-

chodnej:
Wi (z)=5-4+3-2-2=0.

Policzmy teraz druga pochodng (czyli pochodna pochodnej): W’ (z) = 2023 +
1222 4 6z + 2. Co daje nam:

W"(x)=-20+12—6+2#0.

Na mocy faktu dowiedliémy wiec, ze liczba —1 jest dwukrotnym pierwiastkiem
wielomianu W (z).

Definicja 4.10. Niech W(z) = a,2" 4+ an_12" " + ... + a12 + ag. Woéwczas
liczbe ap nazywamy wyrazem wolnym, natomiast liczbe réwna a, + an—1 +
...+ a1 + ap suma wspotczynnikéw wielomianu W.

Fakt 4.11. Dla dowolnego wielomianu W (z) zachodzi:

1. wyraz wolny jest réwny W(0),

2. suma wspdlczynnikéw jest rowna W (1),

3. wykres wielomianu przecina 0§ OY w punkcie (0, ag).
Problem 4.2. Zastanéw sie, jak mozna udowodnié¢ powyzszy fakt.

Przyktad 4.12. Policzymy teraz wyraz wolny i sume wspoétczynnikéw wielo-
mianu W (z) = (z — 4)3(2? — 16). Oczywiscie mozna by wymnozy¢ wszystkie
sktadniki tego iloczynu (podnoszac wezesniej (x—4) do potegi trzeciej), jednak
zajetoby to duzo czasu. My mozemy skorzystaé¢ ze znanych nam juz twierdzen
i faktéw. Po pierwsze jest to wielomian stopnia 5 (czy wiesz dlaczego?). Wyraz
wolny, na mocy poprzedniego faktu, réwna sie wartosci W (0). Mamy wiec:

ap = W(0) =416 = 4° = 1024.

Suma wspbtezynnikéw as + a4 + . .. + a1 + ag, na mocy faktu, réwna jest
wartosci W (1), Stad mamy:

as+ag+ ... +ap+ag=W(1) = (=3)- (—~15) = 405.

5.1 Zadania otwarte 13

f) 23+ 322 +2 - 1<0.

Zadanie 17. Podaj przyktad wielomianu, ktérego jedynymi pierwiastkami sa
liczby —3,2,4 i ktérego stopnien jest réwny:

a) 3,
b) 4,
c) 6.

Zadanie 18. Wyznacz wartosci parametréw a,b i ¢, wiedzac, ze:

23+ ax? 4+ 6z +b, W(0) =1, W(1) =

— 223 4+ ax® — b, W(0) = -1, W(1) =

—2% +32% —ax® + x4+ b, W(0) =2, W(1) = —4,

—62" —az® + brt —3x 4+ 5, W(—-1) =2, W(1) = -2,
22004 4 72003 1 52002 4 03 a2 4 gy W (1) = 2007, W(0) =

4 ar? +br+c, W(=1)=1, W(0) =1, W(1) = -1,

224 + axd + 202 + bz + ¢, W(-2) = —16, W(0) = —4, W(2) =
a2t + 32% —ax? — bz + ¢, W(-1) =9, W(0) = -3, W(3) =

)
)
)
)
e)
)
)
)
) — 2% 4 2% 2 a4 b2 — 1, W(1) = 3,

W (z)
W (x)
W (z)
W (z)
W (z)
W (z)
W(z)
W(z) =
W(z) =
W(-

1) = ::.

Zadanie 19. Okresl stopien podanych wielomianéw oraz oblicz ich wyrazy
wolne i sumy wspotczynnikéw.

— AH,NH:.N _ H:m o H@Hw@ . vawAHw&:@ _ H%HH,N _ Hﬂ _ vamq
= (3z — 42% 4+ 1)8(522 4 8z — 1)¥?

a) W(x)
b) W(z)
c) W(z) = (8212 — 132" + 523 + 1) (82! — 1127 4 327 + 1)

d) W(z)= (82" — 1327 + 523 + 1)% + (8219 — 1127 4 327 + 1)%,

Zadanie 20. Wykaz, ze dana liczba a jest k-krotnym pierwiastkiem wielo-

mianu W.

a) W(x)=a% 522 +Tz-3,a=1,k=2,



§—= (=) 00
b=v-(v—)4+(n—)-D+D-D
d—=(n—)+D+0
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Stad mamy:
a=-—p
a® =8

Czyli:
a =
p=—2
q=—4

Wobec czego wielomian mozemy zapisa¢ w postaci: W (z) = (x—2)2(z+2).

5 Zadania

5.1 Zadania otwarte

Zadanie 1. Sprawdz czy wielomian jest W (x) = 82%—27 réwny wielomianowi:
a) P(z) = (22 —3)%,

b) P(x) = 2x(42% — 9) + 9(2x — 3).

Zadanie 2. Podany wielomian W rozt6z na czynniki, znajdz wszystkie jego
pierwiastki, podaj ich krotnosci i naszkicuj wykres tego wielomianu.

a) W(z) = 525 — 202%,
b) W(z) =8 —a* — 22 + 1.

Zadanie 3. Wykonaj dzielenie wielomianéw W przez @) i zapisz go w postaci:
W(z) = P(z) - Q(z) + R(x):

a) W(z) =223 2222 -3, Q(x) =2 +1,

b) W(z) = —3z* + 52° + 2% + 10z + 6, Q(z) = 2% + 2.

Zadanie 4. Nie wykonujac dzielenia oblicz reszte z dzielenia W (x) przez Q(x):
a) Wa)=z*+23+22+2+1,Q(z) =2 — 2,

b) W(z) =21"—-1, Q(x) = —2% + =,

&) W) = (2, Q) = (v — (z — 2)(z — ).

Zadanie 5. Dla jakich wartoéci parametréw a i b wielomian W (z) = 323 +
42% — 137 + 6 jest réwny:

5.1 Zadania otwarte 11

a) W(x) = ax®+ 2bz? — 13z + 6,
b) W(z) = (z + 3)(az? — bx + a — b).

Zadanie 6. Liczba —3 jest pierwiastkiem W (z) = 122° + 824 + 1123 + 722 —
x — 1. Oblicz krotnos$é tego pierwiastka. Znajdz pozostate pierwiastki.

Zadanie 7. Wyznacz p i q tak, aby liczba 1 byla dwukrotnym pierwiastkiem
réwnania: 3 — 222 +pr+q = 0. Zadanie rozwigz przynajmniej na dwa sposoby!

Zadanie 8. Zbadaj parzystos¢ wielomiandw:

a (r) = 222 —

W(z
b) W(z) = 23 — 422 + 1,
c) f(z) =4x* 4322 — 1,
x

)
)
)
d)

f
flz) =25 323 -7

Zadanie 9. Jaki warunek musza spelnia¢ wspétczynniki wielomianu trzeciego
stopnia: W (z) = ax®+ bx? 4 cx +d, aby byt on funkcja nieparzysta? Czy moze
on by¢ funkcja parzysta?

Zadanie 10 (*). Wyznacz te wartosci parametru a, dla ktérych wielomian
W(x) = 2® + az? — 4:

a) jest funkcja rosnaca,
b) posiada dwa ekstrema lokalne,

¢) (x) posiada dokladnie dwa miejsca zerowe (wskazéwka: mozesz uzy¢ wzoréw
Viete’a dla wielomianéw stopnia trzeciego).

Zadanie 11. Dane s wielomiany Q(z) = 23 — 22 +21 S(v) = —22% — 2z + 4.
a) Sprawdz, czy liczba 2 jest pierwiastkiem wielomianu Q(z).

b) Wielomian P(z) jest suma wielomianéw Q(x) i S(z). Rozléz wielomian
P(x) na czynniki liniowe.

Zadanie 12. Wykaz, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b, ¢ funkcja:
f@)=(@—a)(z=b)+(z=b)(x—c)+(z—c)(xr—a)

ma co najmniej jedno miejsce zerowe.



