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1 Wartosé bezwzgledna

Zbiér liczb rzeczywistych (ktory oznaczamy przez R) mozna przedstawié gra-
ficznie jako zbiér punktéow na osi liczbowej (tzn. na prostej ,wyposazonej” w
zwrot, punkt oznaczony jako zero i jednostke). Kazdej liczbie rzeczywistej
odpowiada na takiej osi doktadnie jeden punkt.

Definicja 1.1 (warto$é bezwzgledna). Wartoscia bezwzgledna liczby x na-
zywamy odlegloéé¢ punktu odpowiadajacego tej liczbie na osi liczbowej, od
punktu zero i oznaczamy przez |z|.

Przyktad 1.2. Jedli zaznaczymy na osi liczbowej liczbe 4, to tatwo zauwazy-
my, ze jej odleglo$¢ od zera wynosi 4, stad [4] = 4.

Przyktad 1.3. Jesli zaznaczymy na osi liczbowej liczbe —3, to widzimy, ze
jej odleglo$¢ od punktu zero wynosi 3, stad | — 3| = 3.

Przyktlad 1.4. Podobnie mozemy pokazaé, ze na przyklad: [5| =5, |—7| =7,
0= 0, 4] = 4, |5 = # itd.

Widzimy wiec, ze obliczenie wartosci bezwzglednej z liczby rzeczywistej
jest bardzo proste. Mozemy przedstawié¢ to w formie przepisu:

e jesli liczba x jest dodatnia lub jesli jest zerem, to |z| = z,
e w przeciwnym wypadku (jesli liczba z jest ujemna), to |z| = —z.

W ten sposéb otrzymalismy wzdr, ktéry czesto podaje sie wrecz jako definicje
wartosci bezwzglednej:

2] = T dlaz >0
=Y —¢ dlaz<o.

1.1 Wtlasnosci wartosci bezwzglednej.

Ponizszy fakt zbiera podstawowe wlasnosci wartosci bezwzglednej.
Fakt 1.5. Dla dowolnych liczb x,y,z € R mamy:

1| =z =z,

2. |z| >0,

3. |-yl = la| - lyl,
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— %’ przy zaltoZeniu y # 0,

/.

z
y
o v —yl=ly—xl,

6. |z —y| <|z—2z+|z—yl

Uwaga 1.6. Zauwazmy, ze dla sumy i réznicy na ogdl nie sa spelnione wta-
snosci podobne do tych z punktu 3 i 4 powyzszego faktu. Na przyktad:

[(=3) + 4] # [ =3[+ 4],

[5—10] # [5] —[10].

1.2 Réwnania z wartoscia bezwzgledna.

Definicja 1.7 (réwnanie podstawowe z wartoscia bezwzgledna). Réwnaniem
podstawowym z wartod$cia bezwzgledna bedziemy nazywaé rownanie postaci:

|cod| = a,
gdzie a jest konkretna (ustalona) liczba rzeczywista.

Przyktad 1.8. Rownania o ktorych mowi definicja wygladaja na przyktad
tak: |z| =2, |30 — 4] =8, |22 — 42+ 1| =2, |3z — 2?| =0, |4z + 1] = -3 itp.

Prezentowane tu rownania, w ktérych wystepuje wartoéé bezwzgledna, sa
bardzo proste. Z tego wzgledu nazywamy je podstawowymi. W toku poézniej-
szych rozwazan zajmiemy sie réwniez przypadkami bardziej skomplikowanymi,
gdzie na przyktad niewiadoma bedzie zaréwno wewnatrz wartosci bezwzgled-
nej jak i poza nig, lub takie gdzie bedzie wiecej niewiadomych.

Ponizszy fakt umozliwia rozwiazywanie rownan podstawowych z wartoscia
bezwzgledna.

Fakt 1.9. W zaleznosci od wartoéci parametru a zachodzi jeden z przypadkow.
1. Jesli a < 0, to réwnanie |cos| = a nie ma rozwigzania.
2. Jesli a = 0, to réwnanie |cod| = a jest tozsame réwnaniu: cos = a.

3. Jesli a > 0, to réwnanie |cos| = a jest réwnowazne warunkom: co$§ =
aV cos$ = —a.

Korzystajac z powyzszego faktu, rozwigzemy podane w poprzednim przy-
ktadzie réwnania podstawowe. Sprawdz czy rozumiesz skad wziely sie podane
nizej wyniki.
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Przyktad 1.10. Réwnanie |z| = 2 ma dwa rozwiazania: © =2V z = —2.

Przyklad 1.11. Rozwiazanie réwnanie |3z — 4| = 8, sprowadza sie do roz-
wiazania dwoch réwnan liniowych: 3x —4 = 8 oraz 3= — 4 = —8. Daje to nam
4

odpowiedz: z =4V x = —3.

Przyktad 1.12. Aby rozwigzaé réwnanie: |22 —4x+1| = 2, musimy rozwigzaé
dwa réwnania kwadratowe:

2 —dr+1=2Va?—4dr+1=-2

22 —4dr—1=0Va?—4r+3=0.

W rezultacie otrzymujemy cztery mozliwe rozwiazania: x = 2 — 5V 2 =
2+V6Vr=1Vazx=a3.

Przyktad 1.13. Réwnanie |3z — 22| = 0 sprowadza si¢ do 3z — 22 = 0, co
bardzo latwo daje sie rozwiazaé, bo jest to réwnanie tozsame z: (3 — x) = 0.
Czyli mamy dwa rozwigzania x =0V z = 3.

Przyklad 1.14. Réwnanie |[4x + 1| = —3 zgodnie z podanym faktem jest
sprzeczne.

1.3 Nieréwnosci z wartosciag bezwzgledna.

Po rozwazaniach dotyczacych prostych réwnan z wartoscia bezwzgledna, przy-
szedl czas na proste nieréwnosci w ktérych wystepuje warto$é bezwzgledna.

Definicja 1.15 (nieréwno$¢ podstawowa z wartoscia bezwzgledna). Pojeciem
nieréwnosci podstawowej z wartoécia bezwzgledna, bedziemy okresla¢ nieréw-
nosci postaci: |cos| > a, |cod| > a, |cod| < a lub |cod| < a. Zakladamy, ze a jest
dowolng, ustalona liczbg rzeczywista.

Przyklad 1.16. Rozwiazemy prosta nieréwnosé |x| > 2. Jesli przypomni-
my sobie definicje wartosci bezwzglednej podang w tym rozdziale, mozemy
powiedzie¢, ze dana nieréwnos¢ opisuje zbiér takich punktéw na osi liczbo-
wej, ktérych odlegto$é od zera jest wieksza od 2. Aby ,zobaczy¢” rozwigza-
nie wystarczy wykonaé¢ prosty rysunek (wykonaj go!) i odczytaé¢ odpowiedz:
x € (—00,—2) U (2,00).

Przedstawimy ponizej fakty, ktére wlasciwie bazuja na rozumowaniu z po-
wyzszego przykladu i umozliwiaja rozwiazanie wszystkich nieréwnosci podsta-
wowych.
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Fakt 1.17. Zalozmy, Ze a jest dowolng, ustalong liczbg rzeczywistq dodatnig.
Wowczas mamy:

1. Nieréwno$é |cos| > a jest réwnowazna warunkom: cos > a lub cos$ < —a.
2. Nieréwno$é |cod| > a jest rownowazna warunkom: co$ > a lub co$ < —a.
3. Nierdwno$é |cos| < a jest réwnowazna warunkom: —a < cos < a.
4. Nieréwnos¢ |cos| < a jest réwnowazina warunkom: —a < coé < a.

Fakt 1.18. Zalozmy, ze a jest dowolng, ustalong liczbg rzeczywistq ujemnag.
Wowczas mamy:

1. Nieréwno$é |cod| > a jest rownowazna zapisowi: co$ € R.
2. Nierowno$é |co| > a jest réwnowazna zapisowi: cos € R.
3. Nierdwno$é |cos| < a jest sprzeczna.
4. Nierownosé |cod| < a jest sprzeczna.
Fakt 1.19. Zalozmy, ze a = 0. Wowczas mamy:
1. Nierdwno$¢ |cod| > a jest réwnowazna zapisowi: co$ # 0.
2. Nierownos¢ |cod| > a jest réwnowazna zapisowi: co$ € R.
3. Nieréwno$é |cos| < a jest sprzeczna.
4. Nieréwnos¢ |cos| < a jest réwnowazina zapisowi: cos = 0.

Problem 1.1. Podaj interpretacje geometryczng kazdego z przypadkow powyz-
szych faktow.

Korzystajac z podanych faktéw, pokazemy teraz jak rozwigzaé proste nie-
rownoéci z wartoscig bezwzgledna.

Przyktad 1.20. Rozwazmy nieréwnosé: |4z — 3| > 1, Jest ona réwnowazna
warunkom:
dr -3 < —-1Vdxr -3 > 1.

Stad mamy:
1
< =-Vz>1
<GV

Czyli rozwiazaniem nieréwnosci jest: z € (—o0, 3) U (1, 00).
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Przyktad 1.21. Rozwazmy nieréwnosé: |3 — x| < 2. Korzystajac z podanych
wcezesniej wlasnosci, wiemy ze podana nieréwnos¢é jest rownowazna nieréwnosci
|z — 3| < 2. Taka nieréwno$¢ natomiast jest réwnowazna dwém warunkom,
ktére w skrocie zapisujemy:

—2<z—3<2.

Aby otrzymaé rozwigzanie wystarczy dodaé¢ do wszystkich stron nieréwnosci
liczbe 3, co daje nam zapis: 1 < z < 5. Stad mamy odpowiedz: x € (1,5),

1.4 Przeksztalcenia wykresow funkcji z uzyciem wartosci bez-
wzglednej.

Przypu$émy, ze dana jest funkcja f(z) oraz wiemy jak wyglada jej wykres.
Zastanéwmy sie jak bedzie wygladaé wykres funkcji g danej wzorem g(z) =
|f(x)]. Ot6z jedli dla pewnej wartosci argumentu @ wartosé funkeji f jest nie-
ujemna (dodatnia lub réwna zero), to nalozenie wartosci bezwzglednej niczego
nie zmieni. Natomiast jesli dla pewnej wartosci x wartosci f(z) jest ujemna,
to woéwczas wartosé g(x) bedzie liczba przeciwna do f(x).

Fakt 1.22 (o wykresie funkcji z nalozona wartoscia bezgledna ,na funkcje”).
Aby uzyskaé wykres funkcji y = |f(x)| z wykresu funkcji f(x) postepujemy w
nastepujgcy sposob:

o Punkty ktore lezg nad osig OX (lub na niej) pozostawiamy niezmienione.

o Punkty ktore lezg pod osig OX odbijamy symetrycznie wzgledem tej osi
- czylt mowige potocznie odbijamy je do gory.

Cwiczenie: Narysuj wykresy funkeji f(z) = 22 — 4z + 3. Nastepnie korzy-
stajac z powyzszego faktu narysuj wykres funkcji: g(z) = |22 — 42 + 3|.

Zastanéwmy sie teraz jak, majac dany wykres funkcji f(z) narysowaé wy-
kres funkcji g danej wzorem g(z) = f(|z|). Jesli argument z jest nieujemny
(tzn. = > 0) to oczywiscie g(x) = f(z) czyli wykres (dla x > 0 czyli po pra-
wej stronie osi OY) pozostawiamy niezmieniony. Ponadto wiemy na pewno,
ze funkcja g(x) jest funkcja parzysta (bo dla kazdego x z dziedziny mamy:
g(—z) = f(| —z|) = f(z) = g(x)). Zatem lewa strone wykresu (wzgledem osi
OY) stanowi lustrzane odbicie strony prawej.

Fakt 1.23 (o wykresie funkcji z nalozona wartosécia bezwzgledna ,na argu-
ment”). Aby uzyskaé wykres funkcji y = f(|x|) nalezy wyrzucié lewq strone
wykresu y = f(x). Prawq strone wykresu pozostawiamy bez zmian i odbijamy
symetrycznie, tak aby otrzymac wykres funkcji parzyste;.
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Cwiczenie: Narysuj wykresy funkcji f(x) = 3z — 1. Nastepnie korzystajac
z powyzszego faktu narysuj wykres funkcji: g(x) = f(|z|) = 3|z| — 1.

Cwiczenie: Narysuj wykresy funkcji f () = 2% —42+3. Nastepnie korzysta-
jac z powyzszego faktu narysuj wykres funkcji: g(z) = f(|z|) = |z|> — 4|z| + 3.

Uwaga 1.24. Ze wzgledu na to, ze |z|?> = 22, zapisy h(z) = 2% — 6|z| + 8
oraz h(z) = |z|*> — 6|x| + 8 sa réwnowazne. Bez wzgledu na stosowany zapis,
postepujemy zgodnie z tym co podano w powyzszym fakcie.

Uwaga 1.25. Poniewaz wiemy, ze Va2 = |z|, zatem funkcja g dana wzorem:

g(x) = [f(z)]? jest réwna funkcji | f(z)].

Przyktad 1.26. Zastandéwmy sie jak narysowaé¢ wykres funkcji
f(z) = Vat — 422 + 4.

Przeksztalémy wyrazenie pod pierwiastkiem: z# — 422 +4 = (22 — 2)2. Widaé
wiee, ze Vol — 422 + 4 = /(22 — 2)2 = |22 — 2|. Wystarczy wiec naszkicowad
wykres funkcji y = 22 — 2 i zastosowaé odpowiedni z faktéw podanych wyzej.

1.5 Zadania
1.5.1 Zadania otwarte

Zadanie 1. Rozwiaz réwnanie:

a) |3z + 22| = 2, b) |22 — 4] = 5, c) |4x? + 52z — 7] = -2,
Zadanie 2. W zaleznosci od parametru m podaj liczbe rozwiazan réwnania:
a) |2x — 4] =m, c) x? —5lz| +4 =m, e) 2|z%+3z—4|+m = 3,
b) |22 — 5z + 4| = m, d) 3lz| —2=m+1,

Zadanie 3. Rozwiaz podane nieréwnosci:

a) |3z + 6] <9, d) |z —4|>6, g) |42% — 4z + 3| < 2,
b) 2|z| < 2, e) 2|z +2 > |x], h) |22 + 6z — 1| > 15,

) x| —1<0, f) |z| — 2 > 2|z], i) (x—2)2< 1.
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Zadanie 4. Wierzcholkiem paraboli y = z? + bz + ¢ jest punkt P. Podaj
liczbe rozwiazan réwnania |22 + bz + | = 3, jedli:

a) P=(1,-1), b) P =(1,-3), c) P=(1,3), d) P=(1,6).
Odpowiedz znajdz poshigujac sie interpretacja geometryczna!

Zadanie 5. Narysuj wykres funkcji:

a) f(x) = 42 -3, d) f(z) =32% = 2Jz| - 1,
b) f(z) = Vat —4x? 4+ 4,
¢) f(z) = Va2 —4x+4, e) f(z)=—22%— |z| +3.
Zadanie 6. Rozwiaz rownania i nieréwnosci.
L | — | 2 242236
a) xTz’ a1’ e) %‘—1>0,
b) 4\m:|;3 — f) |x—1|+|z—2|+|z+1|+|z+2| = 6,
g) |22 —z| =21,
C) 2zx—1 < 27
x+2‘ h) 222 + |z =1,
d) 2;:_3‘:">1 i) 2 — 322 — |22 - 3| =0,

Zadanie 7. Zapisz w postaci jawnej wzory funkcji g i h. Naszkicuj wykresy
funkcji f, g i h.

a) f(2) = &5, g(2) = | f(@)], h(z) = f(jz)),

b) f(x) = 25, g(a) = |f(@)], h(x) = g(la)),

¢) f(x) = a®+ 5 +3, gx) = f(|2]), h(x) = |g(x),
d) fa) = 4. gle) = 7(),

e) f(x) =, g(x) = 20+ 1, h(z) = g(|f (x)]).

Zadanie 8. Wyznacz warto$¢ maksymalng, minimalna oraz ekstrema lokalne
(jesli istnieja) funkcji f.
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a) f(z) =a?— 32| +2, c) f(z)=Ii731+3,

b) f(z) = |2® -1, d) fla) =3 +1[3z -3

1.5.2 Zadania testowe

Zadanie 9. Narysuj w uktadzie wspétrzednych figure F' dana wzorami:

ly| > 1
y < |z|

Odpowiedz na pytania.

a) Czy figura F ta ma punkty wspélne z figura dang nieréwnoécia 22 +72 < 17
Jedli tak, to podaj wspélrzedne jednego z nich.

b) Czy figura F' ma $rodek i/lub o$ symetrii? Jedli tak, to podaj odpowiednie
wzory / wspélrzedne.

Zadanie 10. Zbiér rozwiazan nieréwnosci |z — /2003| < [v/2003 — x| jest:

a) jednoelementowy, ¢) zawierajacy zbiér (—2003,2003).

b) dwuelementowy,
Zadanie 11. Funkcja f: R — R dana wzorem f(z) = 22 — |z| — 2:

a) jest nieparzysta, ¢) nie ma miniméw lokalnych.

b) ma jedno maksimum lokalne,
Zadanie 12. Funkcja f(z) = |z + 2|(x — 3)? + 1 posiada:

a) minimum w punkcie z = 3, ¢) nieparzysta liczbe maksiméw.

b) parzysta liczbe ekstreméw,

Zadanie 13. Dane sa zbiory:
A={(z,y):z e RNy ERN x| > [y]},
B={(z,y):x e RAy e RA|zy| =1}.

a) Zbiory A i B sa rozlaczne (nie maja punktéw wspdlnych).
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b) Zbiér AU B ma co najmniej dwie osie symetrii.
c) Zbiér A\B ma $rodek symetrii.
Zadanie 14. Réwnanie ||z — 2| — 2| = m (z niewiadoma z):
a) ma dokladnie dwa rozwiazania dla m = 4,
b) ma dokladnie trzy rozwiazania dla pewnego m,
c¢) dla m > 2 suma rozwiazania wynosi —4.
l-g

Zadanie 15. Nieréwnos¢ Tl < 1 spelniaja:

a) wszystkie liczby dodatnie, c) wszystkie liczby caltkowite dodat-

nie.
b) wszystkie liczby caltkowite,

Zadanie 16. Réwnanie ||z — 2| — 1| = a ma trzy rézne pierwiastki. Zatem:
a) a=—1,
b) suma tych pierwiastkéw réwna jest 6,
c) pierwiastki te sa wyrazami pewnego ciagu arytmetycznego.
Zadanie 17. Rozwiaz réwnanie: |z|? — 2% + |z| — 1 = 0.
a) Réwnanie to ma wiecej niz 3 pierwiastki.
b) Suma pierwiastkéw réwna jest 0.
¢) Réwnanie to ma tyle samo pierwiastkéw dodatnich co ujemnych.
Zadanie 18. Narysuj figury:

A={(z,y): e RAyeRA(y —z)*> <4},

B={(z,y):x e RAy e RA|z| <4}

Figura AN B:
a) jest ograniczona, b) ma o$ symetrii, ¢) ma Srodek symetrii.

1
[2—z]

Zadanie 19. Zbiorem rozwiazan nieréwnosci: > 1 jest:



11

a) R\(1;3), b) (1;3), c) R\{2}.
Zadanie 20. Jesli A = {(z,y): z,y € RA |zy| = 1} to:

a) prosta y = x jest osia symetrii zbioru A,

b) osie uktadu wspoélrzednych sa osiami symetrii zbioru A,

c) $rodek ukladu wspolrzednych jest srodkiem symetrii zbioru A.

_ |z+2
x|+l

Zadanie 21. Funkcja f okre$lona jest wzorem: f(x)
a) Pochodna f jest dodatnia dla x < 0 i ujemna dla = > 0.
b) Funkcja f ma maksimum lokalne w punkcie x = 0.

c) Wykres funkcji f jest symetryczny wzgledem osi OY'.

2 Funkcja homograficzna

Definicja 2.1 (funkcja homograficzna). Funkcja homograficzna nazywamy

funkcje postaci:
ar +b

flz) = ma

gdzie ¢ # 0 oraz #0.

b
d

Uwaga 2.2. Zauwazmy, ze warunek c # 0 gwarantuje, ze powyzsza funkcja
nie jest funkcja liniowa, bo jesli ¢ = 0, to wtedy wzdr funkcji przyjat by postac:

f(z) = T+ 2. Drugi warunek gwarantuje natomiast, ze proste wystepujace
ax+b
cx+d

w liczniku i mianowniku nie sa réwnolegle, a stad, ze wyrazenie jest

nieskracalne.

2.1 Wykres funkcji homograficznej

Wykresem kazdej funkcji homograficznej jest hiperbola. Sktada sie ona z dwoch
rozlacznych gatezi ,uwigzanych” pomiedzy asymptotami. Kazda hiperbola ma
dwie osie symetrii oraz punkt symetrii.

az+b

cetd ma dwie

Fakt 2.3 (o asymptotach). Funkcja homograficzna f(z) =
asymptoty:

e pionowgq, dang rownaniem xr = —g,

e poziomq, dang réwnaniem y = <.
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Algorytm rysowania wykreséw funkcji homograficznych. Aby nary-

sowa¢ przyblizony wykres funkcji f(z) = Z‘fis

nalezy:
1. wyznaczy¢ i narysowaé¢ asymptoty tego wykresu,

2. wyznaczy¢ przynajmniej jeden punkt tego wykresu (wstawiajac za x
dowolng liczbe, dla ktérej tatwo wyliczyé wartosé f(x), oraz wszystkie
punkty symetryczne do tego punktu,

3. naszkicowaé asymptote przechodzaca przez otrzymane punkty, pamieta-
jac o asymptotach.

Przyktad 2.4. Aby naszkicowaé wykres funkcji f(z) = -3Z- nalezy:

r—1

1. narysowa¢ asymptoty x = 1 oraz y = 3,

2. poniewaz f(0) = 0, to zaznaczamy punkt (0,0) oraz punkty do niego
symetryczne, czyli: (—2,2), (4,4), (2,6),

3. rysujemy kolejno kazda z galezi pamietajac o dazeniu do asymptot.

Uwaga 2.5. Czestym problemem jest znalezienie punktu symetrycznego do
danego. Pomocny moze by¢ nastepujacy algorytm. Po pierwsze orientujemy
zadany punkt wzgledem punktu przeciecia sie asymptot. W powyzszym przy-
kladzie punkt (0,0) lezy 1 w lewo, 3 w ddl od punktu przeciecia asymptot.
Pierwszy punkt otrzymamy przestawiajac same liczby, tzn biorac punkt ktory
jest 3 w lewo i 1 w dét od punktu przeciecia asymptot. Jest to punkt (—2,2).
Nastepne dwa punkty otrzymamy przez zamiane ,w lew” na ,w prawo” (i od-
wrotnie) oraz ,w gore” na ,w d6l” (i odwrotnie), czyli doktadnie: 1 w prawo,
3 w gére (punkt (2,6)) oraz 3 w prawo i 1 w gére (punkt (4,4)).

2.2 Hiperbole podstawowe

Aby uzyskaé doktadniejszy wykres funkcji homograficznej, trzeba nauczy¢ sie
najpierw rysowaé¢ wykresy typu y = %, gdzie B # 0.

Asymptotami tych wykresow sg osie uktadu wspéirzednych, osiami syme-
trii proste: y = x oraz y = —z, a Srodkiem symetrii jest punkt (0,0). Kazda z
tych funkcji jest nieparzysta.

Przyktad 2.6. Narysujmy wykres funkcji y = % Wstawiamy za x liczby
tatwe do obliczen i dostajemy na przyklad nastepujace punkty wykresu: (1, 1),
(2, %), (%,2). Pozwala to naszkicowaé prawa galgz hiperboli. Korzystajac z
nieparzysto$ci mozemy zaznaczy¢ na wykresie punkty: (—1,—1), (=2, —%),
(—%, —2) i rysujemy lewa galaz.
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Przyktad 2.7. Narysujmy teraz wykres funkcji y = g. Tu wygodnie jest
podstawiaé za x kolejne podzielniki liczby 6, co daje nam nastepujace punkty:
(1,6), (2,3), (3,2), (6,1). Dalej postepujemy tak jak w poprzednim przykta-
dzie.

Przyktad 2.8. Teraz narysujmy wykres y = —%. Za x wstawiamy podzielniki
liczby 4: (1,—-4), (2,—2), (4,—1). Dalej postepujemy tak jak w poprzednich
przyktadach.

Uwaga 2.9. Zauwazmy, ze hiperbola otrzymana w ostatnim z przykiadéw
jest inaczej umiejscowiona w uktadzie wspélrzednych niz dwie poprzednie.
B

Rzeczywiscie jesli B > 0 to hiperbola y = 2 lezy w I i III ¢wiartce, natomiast

gdy B < 0 to hiperbola ta lezy w II i IV éwiartce uktadu wspétrzednych.

2.3 Wiasnosci funkcji homograficznej

Fakt 2.10. Kazdg funkcje homograficzng f(x) = Zfig mozna zapisaé w po-
staci:

flx)=A+ %, gdzie B # 0.

Uzasadnienie: Rzeczywiscie, wystarczy najpierw podzieli¢ licznik i mia-

. . Lp42 . T .
nownik przez ¢, co daje f(z) = ) nastepnie, np. podzieli¢ pisemnie
c

(%w + g) s+ %) Wtedy A = 2, C = —%, natomiast B jest reszta z tego
dzielenia.

Przyktad 2.11. Pokazemy praktyczne zastosowanie powyzszego faktu:

e funkcje f(r) = 22+3 mozna przedstawié¢ réwniez jako f(x) =4 + Tzl’

r—1
e funkcje f(z) = 3{::11 mozna przedstawié¢ rowniez jako f(x) =3 + m_—fl,

Wt

e funkcje f(z) = g;ﬂ mozna przedstawi¢ réwniez jako f(x) = % + A5
2

Przedstawienie funkcji homograficznej w postaci z powyzszego faktu oka-
zuje sie bardzo pozyteczne, jesli chcemy wykonaé szybko i dosé dokladnie
wykres funkcji homograficznej. Mianowicie, aby narysowaé¢ wykres funkcji ho-
mograficznej, majac ja w postaci f(x) = A+ %, postepujemy w nastepujacy
sposéb:

1. zaznaczamy asymptoty, ktore sa postaci: x = C oraz y = A,
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2. traktujac asymptoty jako ,nowy uktad wspotrzednych” rysujemy wykres
funkcji y = %, korzystajac z metody pokazanej w poprzednim podroz-
dziale.

Uwaga 2.12. Powyzsza metoda jest poprawna, poniewaz rysowanie wykre-
suy = % w ,nowym ukladzie wspoélrzednych” jest tozsame z przesunieciem
funkcji y = % o wektor 4 = [C, A].

Fakt 2.13 (wlasnosci funkeji homograficznej). Jesli f(z) = A+ %, gdzie
B #0, to:

1. Dziedzing funkcji f jest zbior: R\{C'}, natomiast zbiorem wartosci: R\{A}.

2. Funkcja f nie jest monotoniczna! Jest jedynie przedzialami rosngca (gdy
B < 0) lub przedzialami malejgca (gdy B > 0).

3. Jest to funkcja rozZnowartosciowa, a co za tym idzie ma funkcje odwrotng,

dang wzorem f~1(x) = C + x_BA.

2.4 Zadania

Zadanie 22. Naszkicuj wykres funkcji:

a‘) f(l') = %7 b) f(.%) = %, C) f(w) = 2§j_38'

Dla kazdej z funkcji podaj dziedzing, zbiér wartosci i oméw monotonicznosé
kazdej z tych funkcji.

Zadanie 23. Naszkicuj wykres funkcji:

a) f(x) = 251, ¢) f(z) = 55, e) f(x) =~
b) f(x) = =252, d) f(z) = . ) flo) =2
Zadanie 24. Naszkicuj wykres funkcji.

a) f(z) = g o) f(@) =tz — L, &) f(x) =g -4
b) f(z) = |34, d) @)= |35 -1,

Zadanie 25. Okresl liczbe rozwiagzan réwnania:

4
]

2‘:m



15

w zalezno$ci od m. Narysuj wykres funkcji y = g(m), gdzie g(m) oznacza ilosé
rozwigzan powyzszego réwnania przy danym m.

Zadanie 26. Wykonaj polecenie z poprzedniego zadania dla réwnania:

2

—1‘—1—1:m.
x

Zadanie 27. Naszkicuj wykres funkcji:

a) f(z) = g, b) (@) = g4y ¢) f(@) = iy + 1

Zadanie 28. Wykres funkcji f przesun o wektor u. Podaj wzér otrzymanej
funkeji. Okredl jej dziedzine, zbidr wartosci, asymptoty i miejsca zerowe:

a) f(I):—%,ﬁ:[O,S], C) f(x): % ﬁ:[%,O]

Zadanie 29. Naszkicuj wykres funkcji f(x), podaj réwnanie osi symetrii wy-
kresu oraz wspéirzedne $rodka symetrii:

b) f(x):_ﬁ; d) f(x):g%.?)_lv f) f(l’):%“-i-z

3 Funkcja wymierna

Definicja 3.1. Funkcja wymierna nazywamy funkcje postaci:

W (z)

f@) = By

gdzie W(z) i P(z) sa wielomianami i P(x) nie jest wielomianem zerowym.

Fakt 3.2. Dziedzing naturalng funkcji f(z) = IZ((;)) jest zbior wszystkich liczb
rzeczywistych, dla ktorych P(z) # 0.

Uwaga 3.3. Przypomnijmy, ze dwie funkcje sa réwne, gdy maja te same
dziedziny i wzér jednej z nich mozemy sprowadzi¢ do wzoru drugiej.

Przyktad 3.4. Funkcja f(z) = % nie jest réwna funkeji g(x)
ich dziedziny nie sa takie same. Mozemy natomiast napisaé, ze f =
h(z) = z, dla x € R\{2}.

h, gdz1e
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Whniosek: Pamigtaj - zanim zaczniesz upraszczaé (lub przeksztatcaé) wzor
jakiejkolwiek funkcji, ustal jaka jest jej dziedzina!

3.1 Roéwnania wymierne

Aby szybko i sprawnie rozwiazaé¢ réwnanie wymierne (czyli takie, w ktérej
przynajmniej po jednej stronie réwnosci znajduje si¢ funkcja wymierna), moz-
na skorzystaé z ponizszego algorytmu. Tak podany algorytm gwarantuje zna-
lezienie rozwigzania kazdego rownania wymiernego, przy zatozeniu, ze umiemy
rozwigzywac¢ réwnania wielomianowe odpowiedniego stopnia.

Algorytm rozwigzywania ro6wnan wymiernych.

1. Wypisujemy zalozenia i w razie potrzeby rozwiazujemy je. (Moga tu
pojawié¢ sie nieréwnosci, badz wykluczenia pewnych podzbioréow z dzie-
dziny. Czasem wynika to z tresci zadania, a czasem z samego réwnania.)

2. Mianowniki wystepujacych utamkéw (jesli jest ich kilka) rozkladamy na
czynniki tak aby tatwo byto okresli¢ najmniejszy wspélny mianownik.

3. Mnozymy obie strony réwnania przez najmniejszy wspélny mianownik,
tak aby otrzymaé réwnanie wielomianowe.

4. Rozwigzujemy rownanie wielomianowe.
5. Uwzgledniajaca zalozenia i warunki z punktu 1, podajemy rozwiazanie.

Przyktad 3.5. Rozwiazemy réwnanie:

6 — 3z B 1 x
2+rx—2 x-—1 x+2

Bedziemy postepowaé zgodnie z podanym wyzej algorytmem:

1. Zalozenia: 22 + 2z — 2 # 0,z — 1 # 0,2 + 2 # 0. Z warunkéw tych
dostajemy: x € R\{—2,1}.

6 — 3x 1 T

(z—1)(z+2) z-1 z+2

3. Mnozymy obustronnie przez (z — 1)(z + 2) i dostajemy:

6—-3rx=z+2—z(x—1).
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4.

Porzadkujemy réwnanie do postaci: 22 — 5z + 4 = 0 i rozwigzujemy.
Otrzymujemy dwa pierwiastki rzeczywiste: 1 =1V z9 = 4.

Biorac pod uwage zatozenia z punktu 1, okazuje sie ze tylko x = 4 jest
rozwigzaniem danego rownania wymiernego.

W ten sposob otrzymaliémy odpowiedz: x = 4.

3.2

Nieré6wnosci wymierne.

Podobnie jak w przypadku réwnan, pokazemy prosty i skuteczny algorytm,
ktory pozwala rozwiazywaé nieréwnos$ci wymierne. Tak jak poprzednio idea
algorytmu opiera sie na sprowadzeniu danej nieréwnos$ci wymiernej do odpo-
wiedniej nieréwnosci wielomianowe;j.

Algorytm rozwigzywania nier6wnosci wymiernych.

1.

2.

6.
7.

Wypisujemy zalozenia i rozwigzujemy je.

Wszystkie sktadniki przenosimy na jedna ze stron nieréwnosci i rozkta-
damy mianowniki wystepujacych utamkéw na czynniki (o ile sie da),
tak aby mozna bylo okredli¢ najmniejszy (wzgledem stopnia) wspdlny
mianownik.

Sprowadzamy cale wyrazenie do wspélnego mianownika.

. Licznik rozkladamy na czynniki (o ile jest to mozliwe).

Stosujac przeksztalcenie tozsamosciowe, zastepujemy ulamek wystepu-
jacy z jednej strony nieréwnosci, na wyrazenie bedace iloczynem licznika
i mianownika. Otrzymujemy w ten sposob nieréwnos$¢ wielomianowa.

Rozwigzujemy nieréwnosé¢ wielomianows.

Uwzgledniamy zalozenia i podajemy odpowiedz.

Przyktad 3.6. Rozwiazemy nier6wnosc:

122 — 4 3z x2
<

22-20—-3 x-3 ax+1

Bedziemy postepowaé zgodnie z podanym algorytmem.

1.

Zatozenia: 22 — 22 —3 # 0, v —3 #0, 2 + 1 # 0. Czyli: € R\{-1, 3}.
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2. Przenosimy wszystko na lewg strone:

122 — 4 3z N z? <0
(z+1)(z—-3) z-3 z+1

3. Sprowadzamy wyrazenie do wspolnego mianownika:

122 — 4 — 3x(z + 1) + 22%(z — 3)
(r—=3)(x+1)

< 0.

4. Rozktadamy licznik na czynniki:

(2 — 1)*(x — 4)

Gri—3

5. Mnozymy obie strony przez kwadrat mianownika, czyli innymi stowy,
zastepujemy utamek iloczynem licznika i mianownika:

(x —1)%(x —4)(z+ 1)(z — 3) <0.

6. Rozwiazujemy réwnanie wielomianowe (jak wida¢ nie wymaga to zad-
nych dodatkowych przeksztalcen!). Otrzymujemy odpowiedz:

x € (—oo,—1)U{1} U (3,4).
7. Uwzgledniamy zalozenia:
x € (—oo,—1)U{1}U(3,4).
3.3 Zadania

3.3.1 Zadania otwarte

Zadanie 30. Okresl dziedzine funkcji:

) f@) =g D) @) =G 9 ) = S

Zadanie 31. Sprawdz czy funkcje f i g sa réwne.
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a) fz) =27, g(x) =2,

1’2 xr—
b) fl@) = L5519

(z) = =,

&) J(x) = Ekh, gla) = £,

Zadanie 32. Pamietajac o dziedzinie, upro$é¢ wzory podanych funkcji.

T 2
a) fla)= o0

x'?’*
b) f(z) = W;ﬂ,

z? 5234622
z3—6224+8z

¢
~
~
—~

8
~

Zadanie 33. Rozwiaz réwnanie.

a) o1,

z242x+1

b) (4%1)&;_1)1(2%1) _o,

2z4+1 3 __
c) z2=9 -3 0,

Zadanie 34. Rozwiaz nieréwnosc.

a) 5=

1 2
> z—1 + )
2
b) 3z +§)x+1 <1-uz,

z+3)(z2—5z+6
0) ! (x2)—(9)(z—3) '>0,

d) f(x) = xzi_xz,g + x27$176’

4 5
e) flz)= x2—7i+12 + x2—8f3+15'

3 12 1 _
d) ;55 +23+%=0

45 5 _ 1
e) z+4 + r—2 ~ x+4°

-z x2+3z+2 _
f) 242 + 2—x—2 L.

—x—7
22 —4x-5"°

Q) 14241 >

1 1
e) 24223 > 2z+1"

Zadanie 35. Podaj dziedzine funkcji f i przedstaw jej wzor w mozliwie prostej

postaci.
a) f(o) = L8, d) f(z) =
b) flx) = H=32E8, e) flx)=
¢) flz) = 5725, f) f(z)=

—27 4422407
=3 g) f(z)= %,
3—622+122—8  zti64
Srooimror 0 W) fl@) = P
4-102249 : _ 8234122246241
23 i) fle) =" 55in

Zadanie 36. Rozwiaz réwnanie (pamigtaj o dziedzinie).

2z—3 _ 6z—z2—6
a) rz—1 + 1= x—1

b) o —b =&

2+ T

C) 3 1 2
348 x2—4 T 22 2x+4°

d) 20—2  x—2 __  x—1
22-36 x2—6x = x2+6x"
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Zadania

Zadanie 37. Rozwiaz nierownos¢.

z2+z+2

142 1-2z o
a) T2 = 0, e) 1+2z 2(z+1) < -1
x?—4 228246 _ —9
b) x2—bhx > O’ f) 242 < 11>
222 —7x—29 2®—2x3 2242
C) z2—2x—15 > 1, g) 222—1 >0,
d) 2846 5<0 h) —z*—22410z >0
242 ’ z2—1

3.3.2 Zadania testowe

Zadanie 38. Dana jest funkcja f(z) = 2z + %_H +3dlax # —1.
a) Prosta y = 2 jest asymptota pozioma f.

b) Prosta z = —1 jest asymptota pionowa f.

c¢) Funkcja ta nie ma asymptoty pionowe;j.

Zadanie 39. Styczna do wykresu f(z) = xTH w punkcie (1,2):
a) przechodzi przez punkt (2003, —2003),

b) ma ujemny wspétezynnik kierunkowy,

c) jest réwnolegla do prostej x +y = 0.

Zadanie 40. Zbiorem rozwigzan nieréwnosci: %
) (—o0,~1)U (1,2)\{~2},

b) (~00,~2) U (~2,2\(~1,1),

Zadanie 41. Funkcja f: (—oo,—1) U (1,00) — R okreslona wzorem

a) ma dodatnia pochod- c) jest ciagla.

ng w kazdym punk-

cie,
b) jest rosnaca,

3x

Zadanie 42. Funkcja g(z) = 55°5:

a) posiada ekstrema lokalne,

c) (—oo,—2)U(-2,-1)U (1,

< 0 jest:

2.
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b) posiada asymptote,

¢) ma pochodng réwna f'(z) = %.
Zadanie 43. Dana jest funkcja f(z) = #;_1 Jej pochodna:
a) jest réwna f'(z) = 23%,

b) ma jedno miejsce zerowe,

c) jest ujemna dla z € (—2,0).

Zadanie 44. Dana jest funkcja f(z) = 2;:22:373;3 Wykres tej funkeji ma:
a) jedna asymptote pionowa,

b) dwie asymptoty pionowe,

¢) asymptote pozioma y = 2.

Zadanie 45. Funkcja g okre$lona wzorem g(x) = o
a) jest funkcja malejaca w przedziale (1, 00),

b) ma minimum lokalne w punkcie z = 0,

c¢) nie ma ekstreméw lokalny.

Zadanie 46. Zbadaj wlasnosci funkcji: f(x) = ﬁ%ﬁﬁ W szczegdlnosci sprawdz

czy funkcja f ma asymptoty, jaka jest jej monotonicznosé, parzystoscé, ciagtosé,
oraz jak zachowuje si¢ dla r — +o0.

Zadanie 47. Dana jest funkcja f(z) = % dla x # —1.

a) Funkcja f jest réwna funkcji g(x) = %ﬂ +5dlax# —1.

b) Funkcja f ma asymptote pionowa z = —1.

c) Réwnanie f(z) =5 nie ma rozwiazania.

Zadanie 48. Wiadomo, ze = + % = 4. Zatem:

a) 2%+ 5 =8, b) 2+ 35 =14, ¢) * + 7z = 16.

1

Zadanie 49. Funkcja [ dana jest wzorem: f(z) = —5. Wéwczas:
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a) f(f(@) = a2 b) f(f(z)) = f(1/z),
Zadanie 50. Funkcja y = fol jest:

a) malejaca w (0, 2), b) rosnaca w (2,00),
Zadanie 51. Wykres funkcji f(z) = %:
a) jest symetryczny wzgledem punktu (—1,1),
b) ma dwie asymptoty pionowe,

¢) ma asymptote pozioma.

4 Zadanie domowe i ogloszenia

e W ramach zadania domowego prosze rozwiazaé¢ przynajmniej 22 (stow-
nie dwadzie$cia dwa) zadania. Rozwiazania prosze przygotowaé¢ na
kartkach podpisanych imieniem i nazwiskiem. Prosze pamietac, szcze-
gblnie w zadaniach testowych, o uzasadnianiu swoich odpowiedzi. Jesli
uda sie znalezé jakie$ zadanie ktore wydaje sie zupelnie nierozwigzywal-
ne — prosze zapisa¢ je na kartce i oznaczy¢ jakos, to na pewno zostanie

wyjasnione!

o W nastepny weekend 7-8-9 kwietnia odbywaja sie rekolekcje akademic-
kie, dla studentéw, mlodziezy pracujacej oraz ... maturzystéw. Zapra-
szam! Wszelkie szczegdlty moge podaé osobidcie: e-mail: ja@houp.info,

gsm: 660 316 053.

o Wszystkie materialy z naszych zajeé¢ zawsze mozna znalezé w internecie:

c¢) rosnaca w (—00,0).

http://www.salezjanie.rumia.pl/math. Kto szuka ten znajdzie;)



