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p
ow
iedzieć,

że
dana

nierów
ność

opisuje
zbiór

takich
punktów

na
osi
liczb
o-

w
ej,
których

odległość
od
zera
jest
w
iększa

od
2.
A
by
„zobaczyć”

rozw
iąza-

nie
w
ystarczy

w
ykonać

prosty
rysunek

(w
ykonaj

go!)
i
odczytać

odp
ow
iedź:

x
∈
(−
∞
,−
2)∪
(2,∞

).

P
rzedstaw

im
y
p
oniżej

fakty,które
w
łaściw

ie
bazują

na
rozum

ow
aniu
z
p
o-

w
yższego

przykładu
ium
ożliw
iają
rozw
iązanie

w
szystkich

nierów
nościp

odsta-
w
ow
ych.
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3.
3
Z
ad
an
ia

Z
ad
an
ie
37
.
R
oz
w
ią
ż
ni
er
ów
no
ść
.

a)
x
2
+
x
+
2

x
2
−
x
−
2
>
0,

b)
x
2
−
4

x
2
−
5x
>
0,

c)
2x
2
−
7x
−
29

x
2
−
2x
−
15
>
1,

d)
x
2
−
8x
+
6

x
2
+
2
−
5
<
0,

e)
1+
x

1+
2x
−
1−
2x

2(
x
+
1)
<
−
1,

f)
x
2
−
8x
+
6

x
2
+
2
<
−
9
11
,

g)
x
5
−
2x
3
−
x
2
+
2

2x
2
−
1
>
0,

h)
−
x
4
−
x
2
+
10
x

x
2
−
1
>
0.

3.
3.
2
Z
ad
an
ia
te
st
ow
e

Z
ad
an
ie
38
.
D
an
a
je
st
fu
nk
cj
a
f
(x
)
=
2x
+
1
x
+
1
+
3
dl
a
x
6=
−
1.

a)
P
ro
st
a
y
=
2
je
st
as
ym
pt
ot
ą
p
oz
io
m
ą
f
.

b)
P
ro
st
a
x
=
−
1
je
st
as
ym
pt
ot
ą
pi
on
ow
ą
f
.

c)
Fu
nk
cj
a
ta
ni
e
m
a
as
ym
pt
ot
y
pi
on
ow
ej
.

Z
ad
an
ie
39
.
St
yc
zn
a
do
w
yk
re
su
f
(x
)
=
x
+
1
x
w
pu
nk
ci
e
(1
,2
):

a)
pr
ze
ch
od
zi
pr
ze
z
pu
nk
t
(2
00
3,
−
20
03
),

b)
m
a
uj
em
ny
w
sp
ół
cz
yn
ni
k
ki
er
un
ko
w
y,

c)
je
st
ró
w
no
le
gł
a
do
pr
os
te
j
x
+
y
=
0.

Z
ad
an
ie
40
.
Z
bi
or
em
ro
zw
ią
za
ń
ni
er
ów
no
śc
i:
(x
+
1)
(x
−
2)
5

(x
−
1)
|x
+
1|
|x
+
2|
¬
0
je
st
:

a)
(−
∞
,−
1)
∪
(1
,2
〉\
{−
2}
,

b)
(−
∞
,−
2)
∪
(−
2,
2〉
\〈
−
1,
1〉
,

c)
(−
∞
,−
2)
∪
(−
2,
−
1)
∪
(1
,2
〉.

Z
ad
an
ie
41
.
Fu
nk
cj
a
f
:
(−
∞
,−
1)
∪
(1
,∞
)
→

R
ok
re
śl
on
a
w
zo
re
m

f
(x
)
=
x

x
+
1

a)
m
a
do
da
tn
ią
p
oc
ho
d-

ną
w
ka
żd
ym
pu
nk
-

ci
e,

b)
je
st
ro
sn
ąc
a,

c)
je
st
ci
ąg
ła
.

Z
ad
an
ie
42
.
Fu
nk
cj
a
g
(x
)
=

3x
2x
2
+
1
:

a)
p
os
ia
da
ek
st
re
m
a
lo
ka
ln
e,

1.
3
N
ie
ró
w
no
śc
i
z
w
ar
to
śc
ią
b
ez
w
zg
lę
dn
ą.

5

F
ak
t
1.
17
.
Z
ał
óż
m
y,
że
a
je
st
do
w
ol
ną
,
us
ta
lo
ną
lic
zb
ą
rz
ec
zy
w
is
tą
do
da
tn
ią
.

W
ów
cz
as
m
am
y:

1.
N
ie
ró
w
no
ść
|c
oś
|>
a
je
st
ró
w
no
w
aż
na
w
ar
un
ko
m
:
co
ś
>
a
lu
b
co
ś
<
−
a
.

2.
N
ie
ró
w
no
ść
|c
oś
|
a
je
st
ró
w
no
w
aż
na
w
ar
un
ko
m
:
co
ś

a
lu
b
co
ś
¬
−
a
.

3.
N
ie
ró
w
no
ść
|c
oś
|<
a
je
st
ró
w
no
w
aż
na
w
ar
un
ko
m
:
−
a
<
co
ś
<
a
.

4.
N
ie
ró
w
no
ść
|c
oś
|¬
a
je
st
ró
w
no
w
aż
na
w
ar
un
ko
m
:
−
a
¬
co
ś
¬
a
.

F
ak
t
1.
18
.
Z
ał
óż
m
y,
że
a
je
st
do
w
ol
ną
,
us
ta
lo
ną
lic
zb
ą
rz
ec
zy
w
is
tą
uj
em
ną
.

W
ów
cz
as
m
am
y:

1.
N
ie
ró
w
no
ść
|c
oś
|>
a
je
st
ró
w
no
w
aż
na
za
pi
so
w
i:
co
ś
∈

R
.

2.
N
ie
ró
w
no
ść
|c
oś
|
a
je
st
ró
w
no
w
aż
na
za
pi
so
w
i:
co
ś
∈

R
.

3.
N
ie
ró
w
no
ść
|c
oś
|<
a
je
st
sp
rz
ec
zn
a.

4.
N
ie
ró
w
no
ść
|c
oś
|¬
a
je
st
sp
rz
ec
zn
a.

F
ak
t
1.
19
.
Z
ał
óż
m
y,
że
a
=
0.
W
ów
cz
as
m
am
y:

1.
N
ie
ró
w
no
ść
|c
oś
|>
a
je
st
ró
w
no
w
aż
na
za
pi
so
w
i:
co
ś
6=
0.

2.
N
ie
ró
w
no
ść
|c
oś
|
a
je
st
ró
w
no
w
aż
na
za
pi
so
w
i:
co
ś
∈

R
.

3.
N
ie
ró
w
no
ść
|c
oś
|<
a
je
st
sp
rz
ec
zn
a.

4.
N
ie
ró
w
no
ść
|c
oś
|¬
a
je
st
ró
w
no
w
aż
na
za
pi
so
w
i:
co
ś
=
0.

P
ro
bl
em
1.
1.
P
od
aj
in
te
rp
re
ta
cj
ę
ge
om
et
ry
cz
ną
ka
żd
eg
o
z
pr
zy
pa
dk
ów
p
ow
yż
-

sz
yc
h
fa
kt
ów
.

K
or
zy
st
aj
ąc
z
p
od
an
yc
h
fa
kt
ów
,
p
ok
aż
em
y
te
ra
z
ja
k
ro
zw
ią
za
ć
pr
os
te
ni
e-

ró
w
no
śc
i
z
w
ar
to
śc
ią
b
ez
w
zg
lę
dn
ą.

P
rz
y
k
ła
d
1.
20
.
R
oz
w
aż
m
y
ni
er
ów
no
ść
:
|4
x
−
3|
>
1,
Je
st
on
a
ró
w
no
w
aż
na

w
ar
un
ko
m
:

4x
−
3
<
−
1
∨
4x
−
3
>
1.

St
ąd
m
am
y:

x
<
1 2
∨
x
>
1.

C
zy
li
ro
zw
ią
za
ni
em
ni
er
ów
no
śc
i
je
st
:
x
∈
(−
∞
,
1 2
)
∪
(1
,∞
).
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a)
f
(x)
=
2
x
+
2

x
+
1
,
g(x)
=
2,

b)
f
(x)
=
x
2(x−

1)
x
(x−
1)
,
g(x)
=
x,

c)
f
(x)
=
x
2−
1

(x
+
1) 2 ,
g(x)
=
x−
1

x
+
1 .

Z
ad
an
ie
32.
P
am
iętając

o
dziedzinie,

uprość
w
zory
p
odanych

funkcji.

a)
f
(x)
=
(x
+
4) 2

x
2+
5
x
+
4 ,

b)
f
(x)
=

x
3−
1

x
2−
2
x
+
1 ,

c)
f
(x)
=
x
4−
5
x
3+
6
x
2

x
3−
6
x
2+
8
x
,

d)
f
(x)
=

2−
x

x
2+
x−
2
+

x
x
2−
x−
6 ,

e)
f
(x)
=

4
x

x
2−
7
x
+
12
+

5
x

x
2−
8
x
+
15 .

Z
ad
an
ie
33.
R
ozw
iąż
rów
nanie.

a)
x
2−
1

x
2+
2
x
+
1
=
0,

b)
(4
x−
1)(x
+
1)(2
x
+
1)

4
x
2−
1

=
0,

c)
2
x
+
1

x
2−
9
−
3
x−
3
=
0,

d)
3
x
+
2
+
12
x
2−
4
+
12x
=
0,

e)
x
+
5

x
+
4
+
5
x−
2
=

1
x
+
4 ,

f)
x
2−
x

x
2+
x−
2
+
x
2+
3
x
+
2

x
2−
x−
2
=
1.

Z
ad
an
ie
34.
R
ozw
iąż
nierów

ność.

a)
6−
x

x
2−
x
>

1
x−
1
+
2x ,

b)
3
x
2+
5
x
+
1

x
¬
1
−
x,

c)
(x
+
3)(x

2−
5
x
+
6)

(x
2−
9)(x−

3)

0,

d)
1
+
2
x−
5
+
1
x
+
1


−
x−
7

x
2−
4
x−
5 ,

e)
1

x
2+
2
x−
3


1
2
x
+
1 .

Z
ad
an
ie
35.
P
odajdziedzinę

funkcji
f
iprzedstaw

jejw
zór
w
m
ożliw
ie
prostej

p
ostaci.

a)
f
(x)
=
x
2−
5
x
+
6

x
2−
4
x
+
3 ,

b)
f
(x)
=
x
2−
5
x
+
6

x
2−
3
x
+
2 ,

c)
f
(x)
=
x
2−
x−
6

x
2+
x−
2 ,

d)
f
(x)
=
x
3−
27

x−
3
,

e)
f
(x)
=
x
3−
6
x
2+
12
x−
8

6
x
2−
24
x
+
24
,

f)
f
(x)
=
x
4−
10
x
2+
9

x
2−
2
x−
3

g)
f
(x)
=
x
4+
x
2+
1

x
3+
1
,

h)
f
(x)
=

x
4+
64

x
2+
4
x
+
8 ,

i)
f
(x)
=
8
x
3+
12
x
2+
6
x
+
1

4
x
2+
4
x
+
1
,

Z
ad
an
ie
36.
R
ozw
iąż
rów
nanie

(pam
iętaj

o
dziedzinie).

a)
2
x−
3

x−
1
+
1
=
6
x−
x
2−
6

x−
1
,

b)
2
x
2+
x
−
1x 2
=
16x ,

c)
3
x
3+
8
−

1
x
2−
4
=

2
x
2−
2
x
+
4 ,

d)
2
x−
2

x
2−
36
−
x−
2

x
2−
6
x
=
x−
1

x
2+
6
x .

6
1.4

P
rzekształcenia

w
ykresów

funkcji
z
użyciem

w
artości

b
ezw
zględnej.

P
rzy
k
ład
1.21.

R
ozw
ażm
y
nierów

ność:|3
−
x|¬
2.
K
orzystając

z
p
odanych

w
cześniejw

łasności,w
iem
y
że
p
odana

nierów
ność
jest
rów
now
ażna
nierów

ności
|x
−
3|
¬
2.
T
aka
nierów

ność
natom

iast
jest
rów
now
ażna

dw
óm
w
arunkom

,
które

w
skrócie

zapisujem
y:

−
2
¬
x
−
3
¬
2.

A
by
otrzym

ać
rozw
iązanie

w
ystarczy

dodać
do
w
szystkich

stron
nierów

ności
liczb
ę
3,
co
daje
nam
zapis:

1
¬
x
¬
5.
Stąd

m
am
y
odp
ow
iedź:

x
∈
〈1
,5〉,

1.4
P
rzekształcen

ia
w
ykresów

fu
n
kcji
z
u
życiem

w
artości

b
ez-

w
zględ

n
ej.

P
rzypuśćm

y,
że
dana

jest
funkcja

f
(x)
oraz

w
iem
y
jak
w
ygląda

jej
w
ykres.

Z
astanów

m
y
się
jak
b
ędzie

w
yglądać

w
ykres

funkcji
g
danej

w
zorem

g(x)
=

|f
(x)|.
O
tóż
jeśli
dla
p
ew
nej
w
artości

argum
entu
x
w
artość

funkcji
f
jest
nie-

ujem
na
(dodatnia

lub
rów
na
zero),to

nałożenie
w
artościb

ezw
zględnejniczego

nie
zm
ieni.
N
atom
iast
jeśli
dla
p
ew
nej
w
artości

x
w
artości

f
(x)
jest
ujem
na,

to
w
ów
czas
w
artość

g(x)
b
ędzie

liczbą
przeciw

ną
do
f
(x).

F
ak
t
1.22

(o
w
ykresie

funkcji
z
nałożoną

w
artością

b
ezględną

„na
funkcję”).

A
by
uzyskać

w
ykres

funkcji
y
=
|f
(x)|
z
w
ykresu

funkcji
f
(x)
postępujem

y
w

następujący
sposób:

•
P
unkty

które
leżą
nad
osią
O
X
(lub
na
niej)

pozostaw
iam
y
niezm

ienione.

•
P
unkty

które
leżą
pod
osią
O
X
odbijam

y
sym
etrycznie

w
zględem

tej
osi

-
czyli

m
ów
iąc
potocznie

odbijam
y
je
do
góry.

Ć
w
iczen

ie:
N
arysuj

w
ykresy

funkcji
f
(x)
=
x
2−
4x
+
3.
N
astępnie

korzy-
stając

z
p
ow
yższego

faktu
narysuj

w
ykres

funkcji:
g(x)
=
|x
2−
4x
+
3|.

Z
astanów

m
y
się
teraz

jak,
m
ając
dany

w
ykres

funkcji
f
(x)
narysow

ać
w
y-

kres
funkcji

g
danej

w
zorem

g(x)
=
f
(|x|).

Jeśli
argum

ent
x
jest
nieujem

ny
(tzn.

x

0)
to
oczyw

iście
g(x)
=
f
(x)
czyli

w
ykres

(dla
x

0
czyli

p
o
pra-

w
ej
stronie

osi
O
Y
)
p
ozostaw

iam
y
niezm

ieniony.
P
onadto

w
iem
y
na
p
ew
no,

że
funkcja

g(x)
jest
funkcją

parzystą
(b
o
dla
każdego

x
z
dziedziny

m
am
y:

g(−
x)
=
f
(|−
x|)
=
f
(x)
=
g(x)).

Z
atem

lew
ą
stronę

w
ykresu

(w
zględem

osi
O
Y
)
stanow

i
lustrzane

odbicie
strony

praw
ej.

F
ak
t
1.23

(o
w
ykresie

funkcji
z
nałożoną

w
artością

b
ezw
zględną

„na
argu-

m
ent”).

A
by
uzyskać

w
ykres

funkcji
y
=
f
(|x|)

należy
w
yrzucić

lew
ą
stronę

w
ykresu

y
=
f
(x).
P
raw
ą
stronę

w
ykresu

pozostaw
iam
y
bez
zm
ian
i
odbijam

y
sym
etrycznie,

tak
aby
otrzym

ać
w
ykres

funkcji
parzystej.
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3.
3
Z
ad
an
ia

2.
P
rz
en
os
im
y
w
sz
ys
tk
o
na
le
w
ą
st
ro
nę
:

12
x
−
4

(x
+
1)
(x
−
3)
−
3x
x
−
3
+
x
2

x
+
1
¬
0.

3.
Sp
ro
w
ad
za
m
y
w
yr
aż
en
ie
do
w
sp
ól
ne
go
m
ia
no
w
ni
ka
:

12
x
−
4
−
3x
(x
+
1)
+
x
2
(x
−
3)

(x
−
3)
(x
+
1)

¬
0.

4.
R
oz
kł
ad
am
y
lic
zn
ik
na
cz
yn
ni
ki
:

(x
−
1)
2
(x
−
4)

(x
+
1)
(x
−
3)
¬
0.

5.
M
no
ży
m
y
ob
ie
st
ro
ny
pr
ze
z
kw
ad
ra
t
m
ia
no
w
ni
ka
,
cz
yl
i
in
ny
m
i
sł
ow
y,

za
st
ęp
uj
em
y
uł
am
ek
ilo
cz
yn
em
lic
zn
ik
a
i
m
ia
no
w
ni
ka
:

(x
−
1)
2
(x
−
4)
(x
+
1)
(x
−
3)
¬
0.

6.
R
oz
w
ią
zu
je
m
y
ró
w
na
ni
e
w
ie
lo
m
ia
no
w
e
(j
ak
w
id
ać
ni
e
w
ym
ag
a
to
ża
d-

ny
ch
do
da
tk
ow
yc
h
pr
ze
ks
zt
ał
ce
ń!
).
O
tr
zy
m
uj
em
y
od
p
ow
ie
dź
:

x
∈
(−
∞
,−
1〉
∪
{1
}
∪
〈3
,4
〉.

7.
U
w
zg
lę
dn
ia
m
y
za
ło
że
ni
a:

x
∈
(−
∞
,−
1)
∪
{1
}
∪
(3
,4
〉.

3.
3
Z
ad
an
ia

3.
3.
1
Z
ad
an
ia
ot
w
ar
te

Z
ad
an
ie
30
.
O
kr
eś
l
dz
ie
dz
in
ę
fu
nk
cj
i:

a)
f
(x
)
=

x
x
2
−
2x
+
1
,

b)
f
(x
)
=

x
(x
+
1)

(x
−
1)
(x
+
2)
,

c)
f
(x
)
=
x
3
−
4x
2
+
1

x
2
+
3x
+
6
.

Z
ad
an
ie
31
.
Sp
ra
w
dź
cz
y
fu
nk
cj
e
f
i
g
są
ró
w
ne
.

1.
5
Z
ad
an
ia

7

Ć
w
ic
ze
n
ie
:
N
ar
ys
uj
w
yk
re
sy
fu
nk
cj
i
f
(x
)
=
3x
−
1.
N
as
tę
pn
ie
ko
rz
ys
ta
ją
c

z
p
ow
yż
sz
eg
o
fa
kt
u
na
ry
su
j
w
yk
re
s
fu
nk
cj
i:
g
(x
)
=
f
(|x
|)
=
3|
x
|−
1.

Ć
w
ic
ze
n
ie
:
N
ar
ys
uj
w
yk
re
sy
fu
nk
cj
if
(x
)
=
x
2
−
4x
+
3.
N
as
tę
pn
ie
ko
rz
ys
ta
-

ją
c
z
p
ow
yż
sz
eg
o
fa
kt
u
na
ry
su
j
w
yk
re
s
fu
nk
cj
i:
g
(x
)
=
f
(|x
|)
=
|x
|2
−
4|
x
|+
3.

U
w
ag
a
1.
24
.
Z
e
w
zg
lę
du
na
to
,
że
|x
|2
=
x
2
,
za
pi
sy
h
(x
)
=
x
2
−
6|
x
|+
8

or
az
h
(x
)
=
|x
|2
−
6|
x
|+
8
są
ró
w
no
w
aż
ne
.
B
ez
w
zg
lę
du
na
st
os
ow
an
y
za
pi
s,

p
os
tę
pu
je
m
y
zg
od
ni
e
z
ty
m
co
p
od
an
o
w
p
ow
yż
sz
ym
fa
kc
ie
.

U
w
ag
a
1.
25
.
P
on
ie
w
aż
w
ie
m
y,
że
√
x
2
=
|x
|,
za
te
m
fu
nk
cj
a
g
da
na
w
zo
re
m
:

g
(x
)
=
√ [f
(x
)]
2
je
st
ró
w
na
fu
nk
cj
i
|f
(x
)|.

P
rz
y
k
ła
d
1.
26
.
Z
as
ta
nó
w
m
y
si
ę
ja
k
na
ry
so
w
ać
w
yk
re
s
fu
nk
cj
i

f
(x
)
=
√ x4
−
4x
2
+
4.

P
rz
ek
sz
ta
łć
m
y
w
yr
aż
en
ie
p
od
pi
er
w
ia
st
ki
em
:
x
4
−
4x
2
+
4
=
(x
2
−
2)
2
.
W
id
ać

w
ię
c,
że
√
x
4
−
4x
2
+
4
=
√ (x

2
−
2)
2
=
|x
2
−
2|
.
W
ys
ta
rc
zy
w
ię
c
na
sz
ki
co
w
ać

w
yk
re
s
fu
nk
cj
i
y
=
x
2
−
2
i
za
st
os
ow
ać
od
p
ow
ie
dn
i
z
fa
kt
ów
p
od
an
yc
h
w
yż
ej
.

1.
5
Z
ad
an
ia

1.
5.
1
Z
ad
an
ia
ot
w
ar
te

Z
ad
an
ie
1.
R
oz
w
ią
ż
ró
w
na
ni
e:

a)
|3
x
+
x
2
|=
2,

b)
|2
x
−
4|
=
5,

c)
|4
x
2
+
5x
−
7|
=
−
2,

Z
ad
an
ie
2.
W
za
le
żn
oś
ci
od
pa
ra
m
et
ru
m
p
od
aj
lic
zb
ę
ro
zw
ią
za
ń
ró
w
na
ni
a:

a)
|2
x
−
4|
=
m
,

b)
|x
2
−
5x
+
4|
=
m
,

c)
x
2
−
5|
x
|+
4
=
m
,

d)
3|
x
|−
2
=
m
+
1,

e)
2|
x
2
+
3x
−
4|
+
m
=
3,

Z
ad
an
ie
3.
R
oz
w
ią
ż
p
od
an
e
ni
er
ów
no
śc
i:

a)
|3
x
+
6|
¬
9,

b)
2|
x
|<
2,

c)
|x
|−
1
¬
0,

d)
|x
−
4|
>
6,

e)
2|
x
|+
2

|x
|,

f)
|x
|−
2

2|
x
|,

g)
|4
x
2
−
4x
+
3|
<
2,

h)
|x
2
+
6x
−
1|
>
15
,

i)
(x
−
2)
2
¬
1.
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4.
P
orządkujem

y
rów
nanie

do
p
ostaci:

x
2
−
5x
+
4
=
0
i
rozw
iązujem

y.
O
trzym

ujem
y
dw
a
pierw

iastki
rzeczyw

iste:
x
1
=
1
∨
x
2
=
4.

5.
B
iorąc

p
od
uw
agę
założenia

z
punktu

1,
okazuje

się
że
tylko

x
=
4
jest

rozw
iązaniem

danego
rów
nania

w
ym
iernego.

W
ten
sp
osób

otrzym
aliśm
y
odp
ow
iedź:

x
=
4.

3.2
N
ierów

n
ości
w
ym
iern
e.

P
odobnie

jak
w
przypadku

rów
nań,

p
okażem

y
prosty

i
skuteczny

algorytm
,

który
p
ozw
ala
rozw
iązyw

ać
nierów

ności
w
ym
ierne.

T
ak
jak
p
oprzednio

idea
algorytm

u
opiera

się
na
sprow

adzeniu
danej

nierów
ności

w
ym
iernej

do
odp
o-

w
iedniej

nierów
ności

w
ielom

ianow
ej.

A
lgory

tm
rozw

iązy
w
an
ia
n
ierów

n
ości
w
y
m
iern
y
ch
.

1.
W
ypisujem

y
założenia

i
rozw
iązujem

y
je.

2.
W
szystkie

składniki
przenosim

y
na
jedną

ze
stron

nierów
ności

i
rozkła-

dam
y
m
ianow

niki
w
ystępujących

ułam
ków
na
czynniki

(o
ile
się
da),

tak
aby
m
ożna

było
określić

najm
niejszy

(w
zględem

stopnia)
w
sp
ólny

m
ianow

nik.

3.
Sprow

adzam
y
całe
w
yrażenie

do
w
sp
ólnego

m
ianow

nika.

4.
L
icznik

rozkładam
y
na
czynniki

(o
ile
jest
to
m
ożliw
e).

5.
Stosując

przekształcenie
tożsam

ościow
e,
zastępujem

y
ułam
ek
w
ystępu-

jący
z
jednej

strony
nierów

ności,na
w
yrażenie

b
ędące

iloczynem
licznika

i
m
ianow

nika.
O
trzym

ujem
y
w
ten
sp
osób

nierów
ność
w
ielom

ianow
ą.

6.
R
ozw
iązujem

y
nierów

ność
w
ielom

ianow
ą.

7.
U
w
zględniam

y
założenia

i
p
odajem

y
odp
ow
iedź.

P
rzy
k
ład
3.6.
R
ozw
iążem

y
nierów

ność:

12
x
−
4

x
2−
2x
−
3
¬
3
x

x
−
3
−
x
2

x
+
1
.

B
ędziem

y
p
ostęp

ow
ać
zgodnie

z
p
odanym

algorytm
em
.

1.
Z
ałożenia:

x
2−
2
x
−
3
6=
0,
x
−
3
6=
0,
x
+
1
6=
0.
C
zyli:
x
∈

R
\{−
1,3}.

8
1.5

Z
adania

Z
ad
an
ie
4.
W
ierzchołkiem

parab
oli
y
=
x
2
+
bx
+
c
jest
punkt

P
.
P
odaj

liczb
ę
rozw
iązań

rów
nania

|x
2
+
bx
+
c|=
3,
jeśli:

a)
P
=
(1
,−
1),

b)
P
=
(1
,−
3),

c)
P
=
(1
,3),

d)
P
=
(1
,6).

O
dp
ow
iedź
znajdź

p
osługując

się
interpretacją

geom
etryczną!

Z
ad
an
ie
5.
N
arysuj

w
ykres

funkcji:

a)
f
(x)
=
|4x
2−
3|,

b)
f
(x)
=
√
x
4−
4x
2
+
4,

c)
f
(x)
=
√
x
2−
4x
+
4,

d)
f
(x)
=
3
x
2−
2|x|−

1,

e)
f
(x)
=
−
2x
2−
|x|+

3.

Z
ad
an
ie
6.
R
ozw
iąż
rów
nania

i
nierów

ności.

a) ∣∣∣
1
x
+
2 ∣∣∣
= ∣∣∣

2
x−
1 ∣∣∣ ,

b)
4|x|−

3
x
=
x,

c) ∣∣∣ 2
x−
1

x
+
2 ∣∣∣
<
2,

d) ∣∣∣ 2
x−
5

x
+
3 ∣∣∣
>
1,

e) ∣∣∣
x
2+
2
x−
36

x
2−
4 ∣∣∣ −

1
>
0,

f)
|x−
1|+
|x−
2|+
|x
+
1|+
|x
+
2|=
6,

g)
|x
2−
x|=
x
−
1,

h)
2
x
2
+
|x|=

1,

i)
x
4−
3
x
2−
|x
2−
3|=
0,

Z
ad
an
ie
7.
Z
apisz

w
p
ostaci

jaw
nej
w
zory
funkcji

g
i
h.
N
aszkicuj

w
ykresy

funkcji
f
,
g
i
h.

a)
f
(x)
=
1−
x

3
x
+
1 ,
g(x)
=
|f
(x)|,
h(x)
=
f
(|x|),

b)
f
(x)
=
x−
5

x−
2 ,
g(x)
=
|f
(x)|,
h(x)
=
g(|x|),

c)
f
(x)
=
x
2
+
5x
+
3,
g(x)
=
f
(|x|),

h(x)
=
|g(x)|,

d)
f
(x)
=
1|x| ,
g(x)
=
f
(
1x ),

e)
f
(x)
=
x
+
1

x−
1 ,
g(x)
=
2
x
+
1,
h(x)
=
g(|f
(x)|).

Z
ad
an
ie
8.
W
yznacz

w
artość

m
aksym

alną,m
inim
alną
oraz
ekstrem

a
lokalne

(jeśli
istnieją)

funkcji
f
.



16
3.
1
R
ów
na
ni
a
w
ym
ie
rn
e

W
n
io
se
k
:
P
am
ię
ta
j
-
za
ni
m
za
cz
ni
es
z
up
ra
sz
cz
ać
(l
ub
pr
ze
ks
zt
ał
ca
ć)
w
zó
r

ja
ki
ej
ko
lw
ie
k
fu
nk
cj
i,
us
ta
l
ja
ka
je
st
je
j
dz
ie
dz
in
a!

3.
1
R
ów
n
an
ia
w
ym
ie
rn
e

A
by
sz
yb
ko
i
sp
ra
w
ni
e
ro
zw
ią
za
ć
ró
w
na
ni
e
w
ym
ie
rn
e
(c
zy
li
ta
ki
e,
w
kt
ór
ej

pr
zy
na
jm
ni
ej
p
o
je
dn
ej
st
ro
ni
e
ró
w
no
śc
iz
na
jd
uj
e
si
ę
fu
nk
cj
a
w
ym
ie
rn
a)
,m
oż
-

na
sk
or
zy
st
ać
z
p
on
iż
sz
eg
o
al
go
ry
tm
u.
T
ak
p
od
an
y
al
go
ry
tm
gw
ar
an
tu
je
zn
a-

le
zi
en
ie
ro
zw
ią
za
ni
a
ka
żd
eg
o
ró
w
na
ni
a
w
ym
ie
rn
eg
o,
pr
zy
za
ło
że
ni
u,
że
um
ie
m
y

ro
zw
ią
zy
w
ać
ró
w
na
ni
a
w
ie
lo
m
ia
no
w
e
od
p
ow
ie
dn
ie
go
st
op
ni
a.

A
lg
or
y
tm
ro
zw
ią
zy
w
an
ia
ró
w
n
ań
w
y
m
ie
rn
y
ch
.

1.
W
yp
is
uj
em
y
za
ło
że
ni
a
i
w
ra
zi
e
p
ot
rz
eb
y
ro
zw
ią
zu
je
m
y
je
.
(M
og
ą
tu

p
oj
aw
ić
si
ę
ni
er
ów
no
śc
i,
bą
dź
w
yk
lu
cz
en
ia
p
ew
ny
ch
p
od
zb
io
ró
w
z
dz
ie
-

dz
in
y.
C
za
se
m
w
yn
ik
a
to
z
tr
eś
ci
za
da
ni
a,
a
cz
as
em
z
sa
m
eg
o
ró
w
na
ni
a.
)

2.
M
ia
no
w
ni
ki
w
ys
tę
pu
ją
cy
ch
uł
am
kó
w
(j
eś
li
je
st
ic
h
ki
lk
a)
ro
zk
ła
da
m
y
na

cz
yn
ni
ki
ta
k
ab
y
ła
tw
o
by
ło
ok
re
śl
ić
na
jm
ni
ej
sz
y
w
sp
ól
ny
m
ia
no
w
ni
k.

3.
M
no
ży
m
y
ob
ie
st
ro
ny
ró
w
na
ni
a
pr
ze
z
na
jm
ni
ej
sz
y
w
sp
ól
ny
m
ia
no
w
ni
k,

ta
k
ab
y
ot
rz
ym
ać
ró
w
na
ni
e
w
ie
lo
m
ia
no
w
e.

4.
R
oz
w
ią
zu
je
m
y
ró
w
na
ni
e
w
ie
lo
m
ia
no
w
e.

5.
U
w
zg
lę
dn
ia
ją
cą
za
ło
że
ni
a
i
w
ar
un
ki
z
pu
nk
tu
1,
p
od
aj
em
y
ro
zw
ią
za
ni
e.

P
rz
y
k
ła
d
3.
5.
R
oz
w
ią
że
m
y
ró
w
na
ni
e:

6
−
3x

x
2
+
x
−
2
=
1
x
−
1
−
x

x
+
2
.

B
ęd
zi
em
y
p
os
tę
p
ow
ać
zg
od
ni
e
z
p
od
an
ym
w
yż
ej
al
go
ry
tm
em
:

1.
Z
ał
oż
en
ia
:
x
2
+
x
−
2
6=
0,
x
−
1
6=
0,
x
+
2
6=
0.
Z
w
ar
un
kó
w
ty
ch

do
st
aj
em
y:
x
∈

R
\{
−
2,
1}
.

2.
6
−
3x

(x
−
1)
(x
+
2)
=
1
x
−
1
−
x

x
+
2
.

3.
M
no
ży
m
y
ob
us
tr
on
ni
e
pr
ze
z
(x
−
1)
(x
+
2)
i
do
st
aj
em
y:

6
−
3x
=
x
+
2
−
x
(x
−
1)
.

1.
5
Z
ad
an
ia

9

a)
f
(x
)
=
x
2
−
3|
x
|+
2,

b)
f
(x
)
=
|x
3
−
1|
,

c)
f
(x
)
=
|1
−
2x

1+
2x
|+
3,

d)
f
(x
)
=
1 x
+
|3
x
−
3|
.

1.
5.
2
Z
ad
an
ia
te
st
ow
e

Z
ad
an
ie
9.
N
ar
ys
uj
w
uk
ła
dz
ie
w
sp
ół
rz
ęd
ny
ch
fig
ur
ę
F
da
ną
w
zo
ra
m
i:

{ |y
|
1

y
<
|x
|

O
dp
ow
ie
dz
na
py
ta
ni
a.

a)
C
zy
fig
ur
a
F
ta
m
a
pu
nk
ty
w
sp
ól
ne
z
fig
ur
ą
da
ną
ni
er
ów
no
śc
ią
x
2
+
y
2
¬
1?

Je
śl
i
ta
k,
to
p
od
aj
w
sp
ół
rz
ęd
ne
je
dn
eg
o
z
ni
ch
.

b)
C
zy
fig
ur
a
F
m
a
śr
od
ek
i/
lu
b
oś
sy
m
et
ri
i?
Je
śl
i
ta
k,
to
p
od
aj
od
p
ow
ie
dn
ie

w
zo
ry
/
w
sp
ół
rz
ęd
ne
.

Z
ad
an
ie
10
.
Z
bi
ór
ro
zw
ią
za
ń
ni
er
ów
no
śc
i
|x
−
√
20
03
|¬
|√
20
03
−
x
|j
es
t:

a)
je
dn
oe
le
m
en
to
w
y,

b)
dw
ue
le
m
en
to
w
y,

c)
za
w
ie
ra
ją
cy
zb
ió
r
〈−
20
03
,2
00
3〉
.

Z
ad
an
ie
11
.
Fu
nk
cj
a
f
:

R
→

R
da
na
w
zo
re
m
f
(x
)
=
x
2
−
|x
|−
2:

a)
je
st
ni
ep
ar
zy
st
a,

b)
m
a
je
dn
o
m
ak
si
m
um
lo
ka
ln
e,

c)
ni
e
m
a
m
in
im
ów
lo
ka
ln
yc
h.

Z
ad
an
ie
12
.
Fu
nk
cj
a
f
(x
)
=
|x
+
2|
(x
−
3)
2
+
1
p
os
ia
da
:

a)
m
in
im
um
w
pu
nk
ci
e
x
=
3,

b)
pa
rz
ys
tą
lic
zb
ę
ek
st
re
m
ów
,

c)
ni
ep
ar
zy
st
ą
lic
zb
ę
m
ak
si
m
ów
.

Z
ad
an
ie
13
.
D
an
e
są
zb
io
ry
:

A
=
{(
x
,y
):
x
∈

R
∧
y
∈

R
∧
|x
|>
|y
|}
,

B
=
{(
x
,y
):
x
∈

R
∧
y
∈

R
∧
|x
y
|=
1}
.

a)
Z
bi
or
y
A
i
B
są
ro
zł
ąc
zn
e
(n
ie
m
aj
ą
pu
nk
tó
w
w
sp
ól
ny
ch
).
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w
zależnościod

m
.N
arysuj

w
ykres

funkcji
y
=
g(m
),gdzie

g(m
)
oznacza

ilość
rozw
iązań

p
ow
yższego

rów
nania

przy
danym

m
.

Z
ad
an
ie
26.
W
ykonaj

p
olecenie

z
p
oprzedniego

zadania
dla
rów
nania:

− ∣∣∣∣ 2x
−
1 ∣∣∣∣ +
1
=
m
.

Z
ad
an
ie
27.
N
aszkicuj

w
ykres

funkcji:

a)
f
(x)
=
2|x| ,

b)
f
(x)
=

3
|x−
4| ,

c)
f
(x)
=

1
|3−
x| +
1.

Z
ad
an
ie
28.
W
ykres

funkcji
f
przesuń

o
w
ektor

~u.
P
odaj

w
zór
otrzym

anej
funkcji.

O
kreśl

jej
dziedzinę,

zbiór
w
artości,

asym
ptoty

i
m
iejsca

zerow
e:

a)
f
(x)
=
−
1x ,
~u
=
[0
,3],

b)
f
(x)
=
2x ,
~u
=
[−
2
,−
1],

c)
f
(x)
=
−
2x ,
~u
=
[ 12 ,0].

Z
ad
an
ie
29.
N
aszkicuj

w
ykres

funkcji
f
(x),
p
odaj
rów
nanie

osi
sym
etrii
w
y-

kresu
oraz
w
sp
ółrzędne

środka
sym
etrii:

a)
f
(x)
=
1
+
4x ,

b)
f
(x)
=
−
1
x
+
3 ,

c)
f
(x)
=

4
x−
1
−
3,

d)
f
(x)
=

2
x
+
3
−
1,

e)
f
(x)
=
−
1
x
+
2
−
2,

f)
f
(x)
=

2
−
x
+
4
+
2.

3
F
u
n
kcja

w
ym
iern
a

D
efi
n
icja
3.1.
Funkcją

w
ym
ierną

nazyw
am
y
funkcje

p
ostaci:

f
(x)
=
W
(x)
P
(x)
,

gdzie
W
(x)
i
P
(x)
są
w
ielom

ianam
i
i
P
(x)
nie
jest
w
ielom

ianem
zerow

ym
.

F
ak
t
3.2.
D
ziedziną

naturalną
funkcji

f
(x)
=
W
(x
)

P
(x
)
jest
zbiór

w
szystkich

liczb
rzeczyw

istych,
dla
których

P
(x)6=

0.

U
w
aga
3.3.

P
rzyp
om
nijm
y,
że
dw
ie
funkcje

są
rów
ne,
gdy
m
ają
te
sam
e

dziedziny
i
w
zór
jednej

z
nich
m
ożem
y
sprow

adzić
do
w
zoru
drugiej.

P
rzy
k
ład
3.4.

Funkcja
f
(x)
=
x
(x−
2)

x−
2
nie
jest
rów
na
funkcji

g(x)
=
x,
b
o

ich
dziedziny

nie
są
takie

sam
e.
M
ożem
y
natom

iast
napisać,

że
f
=
h,
gdzie

h(x)
=
x,
dla
x
∈

R
\{2}.

10
1.5

Z
adania

b)
Z
biór
A
∪
B
m
a
co
najm
niej
dw
ie
osie
sym
etrii.

c)
Z
biór
A
\
B
m
a
środek

sym
etrii.

Z
ad
an
ie
14.
R
ów
nanie

||x
−
2|−
2|=
m
(z
niew
iadom

ą
x):

a)
m
a
dokładnie

dw
a
rozw
iązania

dla
m
=
4,

b)
m
a
dokładnie

trzy
rozw
iązania

dla
p
ew
nego

m
,

c)
dla
m
>
2
sum
a
rozw
iązania

w
ynosi−

4.

Z
ad
an
ie
15.
N
ierów

ność
1−
x
|x|
¬
1
sp
ełniają:

a)
w
szystkie

liczby
dodatnie,

b)
w
szystkie

liczby
całkow

ite,

c)
w
szystkie

liczby
całkow

ite
dodat-

nie.

Z
ad
an
ie
16.
R
ów
nanie

||x
−
2|−
1|=
a
m
a
trzy
różne

pierw
iastki.

Z
atem
:

a)
a
=
−
1,

b)
sum
a
tych
pierw

iastków
rów
na
jest
6,

c)
pierw

iastki
te
są
w
yrazam

i
p
ew
nego

ciągu
arytm

etycznego.

Z
ad
an
ie
17.
R
ozw
iąż
rów
nanie:|x| 3−

x
2
+
|x|−

1
=
0.

a)
R
ów
nanie

to
m
a
w
ięcej
niż
3
pierw

iastki.

b)
Sum
a
pierw

iastków
rów
na
jest
0.

c)
R
ów
nanie

to
m
a
tyle
sam
o
pierw

iastków
dodatnich

co
ujem
nych.

Z
ad
an
ie
18.
N
arysuj

figury:

A
=
{(x
,y):
x
∈

R
∧
y
∈

R
∧
(y
−
x) 2
¬
4},

B
=
{(x
,y):
x
∈

R
∧
y
∈

R
∧
|x|¬

4}
.

F
igura

A
∩
B
:

a)
jest
ograniczona,

b)
m
a
oś
sym
etrii,

c)
m
a
środek

sym
etrii.

Z
ad
an
ie
19.
Z
biorem

rozw
iązań

nierów
ności:

1
|2−
x|
>
1
jest:



14
2.
4
Z
ad
an
ia

2.
tr
ak
tu
ją
c
as
ym
pt
ot
y
ja
ko
„n
ow
y
uk
ła
d
w
sp
ół
rz
ęd
ny
ch
”
ry
su
je
m
y
w
yk
re
s

fu
nk
cj
i
y
=
B x
,
ko
rz
ys
ta
ją
c
z
m
et
od
y
p
ok
az
an
ej
w
p
op
rz
ed
ni
m
p
od
ro
z-

dz
ia
le
.

U
w
ag
a
2.
12
.
P
ow
yż
sz
a
m
et
od
a
je
st
p
op
ra
w
na
,
p
on
ie
w
aż
ry
so
w
an
ie
w
yk
re
-

su
y
=
B x
w
„n
ow
ym
uk
ła
dz
ie
w
sp
ół
rz
ęd
ny
ch
”
je
st
to
żs
am
e
z
pr
ze
su
ni
ęc
ie
m

fu
nk
cj
i
y
=
B x
o
w
ek
to
r
~u
=
[C
,A
].

F
ak
t
2.
13
(w
ła
sn
oś
ci
fu
nk
cj
i
ho
m
og
ra
fic
zn
ej
).
Je
śl
i
f
(x
)
=
A
+

B
x
−
C
,
gd
zi
e

B
6=
0,
to
:

1.
D
zi
ed
zi
ną
fu
nk
cj
if
je
st
zb
ió
r:

R
\{
C
},
na
to
m
ia
st
zb
io
re
m
w
ar
to
śc
i:

R
\{
A
}.

2.
Fu
nk
cj
a
f
ni
e
je
st
m
on
ot
on
ic
zn
a!
Je
st
je
dy
ni
e
pr
ze
dz
ia
ła
m
i
ro
sn
ąc
a
(g
dy

B
<
0)
lu
b
pr
ze
dz
ia
ła
m
i
m
al
ej
ąc
a
(g
dy
B
>
0)
.

3.
Je
st
to
fu
nk
cj
a
ró
żn
ow
ar
to
śc
io
w
a,
a
co
za
ty
m
id
zi
e
m
a
fu
nk
cj
ę
od
w
ro
tn
ą,

da
ną
w
zo
re
m
f
−
1
(x
)
=
C
+
B
x
−
A
.

2.
4
Z
ad
an
ia

Z
ad
an
ie
22
.
N
as
zk
ic
uj
w
yk
re
s
fu
nk
cj
i:

a)
f
(x
)
=
x
−
2

x
−
3
,

b)
f
(x
)
=
2x
−
1

x
−
1
,

c)
f
(x
)
=
2x
+
8

x
+
3
.

D
la
ka
żd
ej
z
fu
nk
cj
ip
od
aj
dz
ie
dz
in
ę,
zb
ió
r
w
ar
to
śc
ii
om
ów
m
on
ot
on
ic
zn
oś
ć

ka
żd
ej
z
ty
ch
fu
nk
cj
i.

Z
ad
an
ie
23
.
N
as
zk
ic
uj
w
yk
re
s
fu
nk
cj
i:

a)
f
(x
)
=
3x
+
4

x
+
1
,

b)
f
(x
)
=
−
2x
+
5

x
−
3
,

c)
f
(x
)
=

4x
2x
−
1
,

d)
f
(x
)
=

2
x
+
3
,

e)
f
(x
)
=
−
2x
−
1

x
+
1
,

f)
f
(x
)
=
3x
−
7

x
−
2
.

Z
ad
an
ie
24
.
N
as
zk
ic
uj
w
yk
re
s
fu
nk
cj
i.

a)
f
(x
)
=

1
|x
|−
1
,

b)
f
(x
)
=
∣ ∣ ∣1 x−1
∣ ∣ ∣,

c)
f
(x
)
=

1
|x
|+
2
−
1,

d)
f
(x
)
=
∣ ∣ ∣1 x+2
−
1∣ ∣ ∣,

e)
f
(x
)
=
∣ ∣ ∣1 |x|−

4∣ ∣ ∣.

Z
ad
an
ie
25
.
O
kr
eś
l
lic
zb
ę
ro
zw
ią
za
ń
ró
w
na
ni
a:

∣ ∣ ∣ ∣4 |x|
−
2∣ ∣ ∣ ∣=
m

11

a)
R
\〈
1;
3〉
,

b)
(1
;3
),

c)
R
\{
2}
.

Z
ad
an
ie
20
.
Je
śl
i
A
=
{(
x
,y
):
x
,y
∈

R
∧
|x
y
|=
1}
to
:

a)
pr
os
ta
y
=
x
je
st
os
ią
sy
m
et
ri
i
zb
io
ru
A
,

b)
os
ie
uk
ła
du
w
sp
ół
rz
ęd
ny
ch
są
os
ia
m
i
sy
m
et
ri
i
zb
io
ru
A
,

c)
śr
od
ek
uk
ła
du
w
sp
ół
rz
ęd
ny
ch
je
st
śr
od
ki
em
sy
m
et
ri
i
zb
io
ru
A
.

Z
ad
an
ie
21
.
Fu
nk
cj
a
f
ok
re
śl
on
a
je
st
w
zo
re
m
:
f
(x
)
=
|x
|+
2

|x
|+
1
.

a)
P
oc
ho
dn
a
f
je
st
do
da
tn
ia
dl
a
x
<
0
i
uj
em
na
dl
a
x
>
0.

b)
Fu
nk
cj
a
f
m
a
m
ak
si
m
um
lo
ka
ln
e
w
pu
nk
ci
e
x
=
0.

c)
W
yk
re
s
fu
nk
cj
i
f
je
st
sy
m
et
ry
cz
ny
w
zg
lę
de
m
os
i
O
Y
.

2
F
u
n
kc
ja
h
om
og
ra
fi
cz
n
a

D
efi
n
ic
ja
2.
1
(f
un
kc
ja
ho
m
og
ra
fic
zn
a)
.
Fu
nk
cj
ą
ho
m
og
ra
fic
zn
ą
na
zy
w
am
y

fu
nk
cj
ę
p
os
ta
ci
:

f
(x
)
=
a
x
+
b

cx
+
d
,

gd
zi
e
c
6=
0
or
az

∣ ∣ ∣ ∣ ∣a
b

c
d

∣ ∣ ∣ ∣ ∣6=0
.

U
w
ag
a
2.
2.
Z
au
w
aż
m
y,
że
w
ar
un
ek
c
6=
0
gw
ar
an
tu
je
,
że
p
ow
yż
sz
a
fu
nk
cj
a

ni
e
je
st
fu
nk
cj
ą
lin
io
w
ą,
b
o
je
śl
ic
=
0,
to
w
te
dy
w
zó
r
fu
nk
cj
ip
rz
yj
ął
by
p
os
ta
ć:

f
(x
)
=
a d
x
+
b d
.
D
ru
gi
w
ar
un
ek
gw
ar
an
tu
je
na
to
m
ia
st
,
że
pr
os
te
w
ys
tę
pu
ją
ce

w
lic
zn
ik
u
i
m
ia
no
w
ni
ku
ni
e
są
ró
w
no
le
gł
e,
a
st
ąd
,
że
w
yr
aż
en
ie
a
x
+
b

cx
+
d
je
st

ni
es
kr
ac
al
ne
.

2.
1
W
yk
re
s
fu
n
kc
ji
h
om
og
ra
fi
cz
n
ej

W
yk
re
se
m
ka
żd
ej
fu
nk
cj
ih
om
og
ra
fic
zn
ej
je
st
hi
p
er
b
ol
a.
Sk
ła
da
si
ę
on
a
z
dw
óc
h

ro
zł
ąc
zn
yc
h
ga
łę
zi
„u
w
ią
za
ny
ch
”
p
om
ię
dz
y
as
ym
pt
ot
am
i.
K
aż
da
hi
p
er
b
ol
a
m
a

dw
ie
os
ie
sy
m
et
ri
i
or
az
pu
nk
t
sy
m
et
ri
i.

F
ak
t
2.
3
(o
as
ym
pt
ot
ac
h)
.
Fu
nk
cj
a
ho
m
og
ra
fic
zn
a
f
(x
)
=
a
x
+
b

cx
+
d
m
a
dw
ie

as
ym
pt
ot
y:

•
pi
on
ow
ą,
da
ną
ró
w
na
ni
em
x
=
−
d c
,

•
po
zi
om
ą,
da
ną
ró
w
na
ni
em
y
=
a c
.



2.3
W
łasności

funkcji
hom
ograficznej
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P
rzy
k
ład
2.7.

N
arysujm

y
teraz

w
ykres

funkcji
y
=
6x .
T
u
w
ygodnie

jest
p
odstaw

iać
za
x
kolejne

p
odzielnikiliczby

6,co
daje
nam
następujące

punkty:
(1,6),

(2,3),
(3,2),

(6,1).
D
alej
p
ostępujem

y
tak
jak
w
p
oprzednim

przykła-
dzie.

P
rzy
k
ład
2.8.
T
eraz
narysujm

y
w
ykres

y
=
−
4x .Z
a
x
w
staw
iam
y
p
odzielniki

liczby
4:
(1
,−
4),
(2
,−
2),
(4
,−
1).
D
alej
p
ostępujem

y
tak
jak
w
p
oprzednich

przykładach.

U
w
aga
2.9.

Z
auw
ażm
y,
że
hip
erb
ola
otrzym

ana
w
ostatnim

z
przykładów

jest
inaczej

um
iejscow

iona
w
układzie

w
sp
ółrzędnych

niż
dw
ie
p
oprzednie.

R
zeczyw

iście
jeśli
B
>
0
to
hip
erb
ola
y
=
Bx
leży
w
I
i
III
ćw
iartce,

natom
iast

gdy
B
<
0
to
hip
erb
ola
ta
leży
w
II
i
IV
ćw
iartce

układu
w
sp
ółrzędnych.

2.3
W
łasn
ości
fu
n
kcji
h
om
ografi

czn
ej

F
ak
t
2.10.

K
ażdą

funkcję
hom
ograficzną

f
(x)
=
a
x
+
b

cx
+
d
m
ożna

zapisać
w
po-

staci:

f
(x)
=
A
+
B

x
−
C
,
gdzie

B
6=
0.

U
zasad

n
ien
ie:
R
zeczyw

iście,
w
ystarczy

najpierw
p
odzielić

licznik
i
m
ia-

now
nik
przez

c,
co
daje

f
(x)
=

ac
x
+
bc

x
+
dc

a
następnie,

np.
p
odzielić

pisem
nie

(
ac x
+
bc )
:
(x
+
dc ).
W
tedy

A
=
ac ,
C
=
−
dc ,
natom

iast
B
jest
resztą

z
tego

dzielenia.

P
rzy
k
ład
2.11.

P
okażem

y
praktyczne

zastosow
anie
p
ow
yższego

faktu:

•
funkcję

f
(x)
=
4
x
+
3

x−
1
m
ożna

przedstaw
ić
rów
nież
jako
f
(x)
=
4
+
7
x−
1 ,

•
funkcję

f
(x)
=
3
x
+
1

x
+
1
m
ożna

przedstaw
ić
rów
nież
jako
f
(x)
=
3
+
−
2
x
+
1 ,

•
funkcję

f
(x)
=
3
x
+
1

2
x−
1
m
ożna

przedstaw
ić
rów
nież
jako
f
(x)
=
32
+

54
x−
12 .

P
rzedstaw

ienie
funkcji

hom
ograficznej

w
p
ostaci

z
p
ow
yższego

faktu
oka-

zuje
się
bardzo

p
ożyteczne,

jeśli
chcem

y
w
ykonać

szybko
i
dość

dokładnie
w
ykres

funkcji
hom
ograficznej.

M
ianow

icie,
aby
narysow

ać
w
ykres

funkcji
ho-

m
ograficznej,m

ając
ją
w
p
ostaci

f
(x)
=
A
+
B
x−
C
,p
ostępujem

y
w
następujący

sp
osób:

1.
zaznaczam

y
asym
ptoty,

które
są
p
ostaci:

x
=
C
oraz
y
=
A
,

12
2.2

H
ip
erb
ole
p
odstaw

ow
e

A
lgory

tm
ry
sow
an
ia
w
y
k
resów

fu
n
kcji
h
om
ografi

czn
y
ch
.
A
by
nary-

sow
ać
przybliżony

w
ykres

funkcji
f
(x)
=
a
x
+
b

cx
+
d
należy:

1.
w
yznaczyć

i
narysow

ać
asym
ptoty

tego
w
ykresu,

2.
w
yznaczyć

przynajm
niej
jeden

punkt
tego

w
ykresu

(w
staw
iając

za
x

dow
olną
liczb
ę,
dla
której

łatw
o
w
yliczyć

w
artość

f
(x),
oraz
w
szystkie

punkty
sym
etryczne

do
tego
punktu,

3.
naszkicow

ać
asym
ptotę

przechodzącą
przez

otrzym
ane
punkty,pam

ięta-
jąc
o
asym
ptotach.

P
rzy
k
ład
2.4.
A
by
naszkicow

ać
w
ykres

funkcji
f
(x)
=
3
x
x−
1
należy:

1.
narysow

ać
asym
ptoty

x
=
1
oraz
y
=
3,

2.
p
oniew

aż
f
(0)
=
0,
to
zaznaczam

y
punkt

(0
,0)
oraz

punkty
do
niego

sym
etryczne,

czyli:
(−
2
,2),
(4,4),

(2,6),

3.
rysujem

y
kolejno

każdą
z
gałęzi

pam
iętając

o
dążeniu

do
asym
ptot.

U
w
aga
2.5.

C
zęstym

problem
em
jest
znalezienie

punktu
sym
etrycznego

do
danego.

P
om
ocny

m
oże
być
następujący

algorytm
.
P
o
pierw

sze
orientujem

y
zadany

punkt
w
zględem

punktu
przecięcia

się
asym
ptot.

W
p
ow
yższym

przy-
kładzie

punkt
(0
,0)
leży
1
w
lew
o,
3
w
dół
od
punktu

przecięcia
asym
ptot.

P
ierw
szy
punkt

otrzym
am
y
przestaw

iając
sam
e
liczby,tzn

biorąc
punkt

który
jest
3
w
lew
o
i
1
w
dół
od
punktu

przecięcia
asym
ptot.

Jest
to
punkt

(−
2
,2).

N
astępne

dw
a
punkty

otrzym
am
y
przez

zam
ianę
„w
lew
”
na
„w
praw
o”
(iod-

w
rotnie)

oraz
„w
górę”

na
„w
dół”
(i
odw
rotnie),

czyli
dokładnie:

1
w
praw
o,

3
w
górę
(punkt

(2,6))
oraz
3
w
praw
o
i
1
w
górę
(punkt

(4,4)).

2.2
H
ip
erb
ole
p
od
staw
ow
e

A
by
uzyskać

dokładniejszy
w
ykres

funkcji
hom
ograficznej,

trzeba
nauczyć

się
najpierw

rysow
ać
w
ykresy

typu
y
=
Bx
,
gdzie

B
6=
0.

A
sym
ptotam

i
tych
w
ykresów

są
osie
układu

w
sp
ółrzędnych,

osiam
i
sym
e-

trii
proste:

y
=
x
oraz
y
=
−
x,
a
środkiem

sym
etrii
jest
punkt

(0,0).
K
ażda

z
tych
funkcji

jest
nieparzysta.

P
rzy
k
ład
2.6.

N
arysujm

y
w
ykres

funkcji
y
=
1x .
W
staw
iam
y
za
x
liczby

łatw
e
do
obliczeń

idostajem
y
na
przykład

następujące
punkty

w
ykresu:(1,1),

(2,
12 ),
(
12 ,2).

P
ozw
ala
to
naszkicow

ać
praw
ą
gałąź

hip
erb
oli.
K
orzystając

z
nieparzystości

m
ożem
y
zaznaczyć

na
w
ykresie

punkty:
(−
1
,−
1),
(−
2,−

12 ),
(−
12 ,−
2)
i
rysujem

y
lew
ą
gałąź.


