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1 Wartosé bezwzgledna

Zbior liczb rzeczywistych (ktéry oznaczamy przez R) mozna przedstawié gra-
ficznie jako zbiér punktéw na osi liczbowej (tzn. na prostej ,wyposazonej” w
zwrot, punkt oznaczony jako zero i jednostke). Kazdej liczbie rzeczywistej x
odpowiada na takiej osi dokladnie jeden punkt.

Definicja 1.1 (warto$¢ bezwzgledna). Wartoscig bezwzgledna liczby x na-
zywamy odlegto$¢ punktu odpowiadajacego tej liczbie na osi liczbowej, od
punktu zero i oznaczamy przez |x|.

Przyktad 1.2. Jedli zaznaczymy na osi liczbowej liczbe 4, to tatwo zauwazy-
my, ze jej odleglosé od zera wynosi 4, stad |[4| = 4.

Przyktad 1.3. Jesli zaznaczymy na osi liczbowej liczbe —3, to widzimy, ze
jej odleglos$é od punktu zero wynosi 3, stad | — 3| = 3.

Przyktad 1.4. Podobnie mozemy pokazaé, ze na przyklad: |5| =5, |-7| =7,
0/ =0, I3 = 4, 1] = % ita.

Widzimy wiec, ze obliczenie wartosci bezwzglednej z liczby rzeczywistej
jest bardzo proste. Mozemy przedstawi¢ to w formie przepisu:

e jedli liczba x jest dodatnia lub jesli jest zerem, to |x| = z,
e w przeciwnym wypadku (jesli liczba x jest ujemna), to |z| = —zx.

W ten sposdb otrzymalidmy wzor, ktory czesto podaje si¢ wrecz jako definicje
wartosci bezwzglednej:

T dlaxz >0

=1 " qaz<o.

1.1 Wtlasnosci wartosci bezwzglednej.

Ponizszy fakt zbiera podstawowe wlasnosci wartoéci bezwzgledne;j.
Fakt 1.5. Dla dowolnych liczb x,y,z € R mamy:

1. |—a] = |al,

2. |z| >0,

3wyl =z]-[yl,
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4 1.3 Nieréwnoéci z wartoscia bezwzgledna.

Przyktad 1.10. Réwnanie |z| = 2 ma dwa rozwiazania: t =2V z = —2.

Przyklad 1.11. Rozwigzanie réwnanie |3x — 4| = 8, sprowadza sie do roz-

wiazania dwoch réwnan liniowych: 3o —4 = 8 oraz 3z — 4 = —8. Daje to nam
. .. _ _ 4

odpowiedz: v =4V = —3.

Przyktad 1.12. Aby rozwiazaé¢ réwnanie: |22 —4x+1| = 2, musimy rozwigzaé

dwa réwnania kwadratowe:

22 —dr+1=2vVar’—dr+1=-2

22 —dr—1=0Va?—4r+3=0.

W rezultacie otrzymujemy cztery mozliwe rozwigzania: x = 2 — VBV =
2+VbVa=1Vz=3.

Przyktad 1.13. Réwnanie |3z — 22| = 0 sprowadza si¢ do 3z — 22 = 0, co
bardzo latwo daje sie rozwiazaé, bo jest to réwnanie tozsame z: (3 — z) = 0.
Czyli mamy dwa rozwiazania z = 0V x = 3.

Przyktad 1.14. Réwnanie |4z + 1| = —3 zgodnie z podanym faktem jest
sprzeczne.

1.3 Nieréwnosci z wartoscia bezwzgledng.

Po rozwazaniach dotyczacych prostych réwnan z wartoécia bezwzgledna, przy-
szedl czas na proste nierownosci w ktorych wystepuje wartoéé bezwzgledna.

Definicja 1.15 (nier6wno$¢ podstawowa z wartoscig bezwzgledna). Pojeciem
nieréwnosci podstawowej z wartoscia bezwzgledna, bedziemy okreslaé¢ nieréw-
noéci postaci: |cos| > a, |co§| > a, |co$| < a lub |co$| < a. Zakladamy, ze a jest
dowolna, ustalona liczba rzeczywista.

Przyktad 1.16. Rozwiazemy prosta nieréwnosé |z| > 2. Jesli przypomni-
my sobie definicje wartosci bezwzglednej podana w tym rozdziale, mozemy
powiedzieé¢, ze dana nieréwno$¢ opisuje zbiér takich punktéw na osi liczbo-
wej, ktorych odlegtosé od zera jest wieksza od 2. Aby ,zobaczy¢” rozwiaza-
nie wystarczy wykona¢ prosty rysunek (wykonaj go!) i odczytaé odpowiedz:
x € (—00,—2) U (2,00).

Przedstawimy ponizej fakty, ktore wtasciwie bazuja na rozumowaniu z po-
wyzszego przykladu i umozliwiaja rozwigzanie wszystkich nieréwnosci podsta-
wowych.

3.3 Zadania 21

b) posiada asymptote,

¢) ma pochodng réwna f'(z) = 2.
Zadanie 43. Dana jest funkcja f(z) = %Mt Jej pochodna:
a) jest réwna f'(x) = NWWTT

b) ma jedno miejsce zerowe,

¢) jest ujemna dla z € (—2,0).

Zadanie 44. Dana jest funkcja f(z) = ﬁ%ﬂw Wykres tej funkcji mas:
a) jedna asymptote pionowa,

b) dwie asymptoty pionowe,

¢) asymptote pozioma y = 2.

Zadanie 45. Funkcja g okre$lona wzorem g(z) = —=

241
a) jest funkcja malejaca w przedziale (1,00),
b) ma minimum lokalne w punkcie z = 0,
¢) nie ma ekstreméw lokalny.
— z24atl

Zadanie 46. Zbadaj wlasnosci funkcji: f(z) = 5% +1- W szezegblnosci sprawdz
czy funkcja f ma asymptoty, jaka jest jej monotonicznosé, parzystosé, ciaglosé,
oraz jak zachowuje si¢ dla x — £o0.

Zadanie 47. Dana jest funkcja f(z) = aﬂﬁm dla z # —1.

34 5dax#—1.

a) Funkcja f jest réwna funkcji g(z) = 235

b) Funkcja f ma asymptote pionowa x = —1.
¢) Réwnanie f(z) = 5 nie ma rozwigzania.
Zadanie 48. Wiadomo, ze = + w = 4. Zatem:
b) 2%+ & =14,

Zadanie 49. Funkcja f dana jest wzorem: f(x) = m Woéwcezas:
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6 1.4 Przeksztalcenia wykreséw funkcji z uzyciem wartosci bezwzglednej.

Przyklad 1.21. Rozwazmy nieréwnosé: |3 — z| < 2. Korzystajac z podanych
wczesniej wlasnosci, wiemy ze podana nieréwnosé jest réwnowazna nieréwnosci
|z — 3| < 2. Taka nieréwno$¢ natomiast jest réwnowazna dwém warunkom,
ktore w skrocie zapisujemy:

—-2<zr—-3<2.

Aby otrzymaé rozwiazanie wystarczy dodaé¢ do wszystkich stron nieréwnosci
liczbe 3, co daje nam zapis: 1 < x < 5. Stad mamy odpowiedz: x € (1,5),

1.4 Przeksztalcenia wykreséw funkcji z uzyciem wartosci bez-
wzglednej.

Przypu$émy, ze dana jest funkcja f(x) oraz wiemy jak wyglada jej wykres.
Zastanéwmy sie jak bedzie wygladaé wykres funkcji ¢ danej wzorem g(x) =
|f(x)|. Otéz jesli dla pewnej wartosci argumentu z warto$é funkcji f jest nie-
ujemna (dodatnia lub réwna zero), to nalozenie wartosci bezwzglednej niczego
nie zmieni. Natomiast jesli dla pewnej wartosci z wartoéci f(x) jest ujemna,
to wowezas wartosé g(x) bedzie liczba przeciwna do f(z).

Fakt 1.22 (o wykresie funkcji z nalozona wartoscia bezgledna ,na funkcje”).
Aby uzyskaé wykres funkcji y = |f(x)| z wykresu funkcji f(z) postepujemy w
nastepujgcy sposob:

o Punkty ktore lezg nad osig OX (lub na niej) pozostawiamy niezmienione.

o Punkty ktore lezqg pod osig OX odbijamy symetrycznie wzgledem tej osi
- czyli mowigce potocznie odbijamy je do gory.

Cwiczenie: Narysuj wykresy funkeji f (r) = 2% — 42 + 3. Nastepnie korzy-
stajac z powyzszego faktu narysuj wykres funkcji: g(x) = |22 — 4z + 3|.

Zastanéwmy sie teraz jak, majac dany wykres funkcji f(x) narysowaé wy-
kres funkcji g danej wzorem g(x) = f(|z|). Jesli argument x jest nieujemny
(tzn. x > 0) to oczywiscie g(x) = f(x) czyli wykres (dla > 0 czyli po pra-
wej stronie osi OY) pozostawiamy niezmieniony. Ponadto wiemy na pewno,
ze funkcja g(z) jest funkcja parzysta (bo dla kazdego x z dziedziny mamy:
g(—z) = f(] — z|) = f(x) = g(z)). Zatem lewa strone wykresu (wzgledem osi
OY) stanowi lustrzane odbicie strony prawej.

Fakt 1.23 (o wykresie funkcji z nalozona wartoscia bezwzgledna ,na argu-
ment”). Aby uzyskaé wykres funkcji y = f(|z|) nalezy wyrzucié lewg strone
wykresu y = f(x). Prawq strone wykresu pozostawiamy bez zmian i odbijamy
symetrycznie, tak aby otrzymaé wykres funkcji parzystej.

3.3 Zadania 19

a) f(z) = 22, g(x) =2, ¢) f(2) = ke g(a) = 251,
b) f(z) = L, g(a) =,

Zadanie 32. Pamietajac o dziedzinie, upros¢ wzory podanych funkcji.

x 2 —x x
a) fla) = S0, d) f(&) = 255 + 2=,

muw\
b) f(z) = aw%%t“

a* —523 4622

— _ 4z 5z
o) f(x) = s e) f(2) = =i + m=sar1s-
Zadanie 33. Rozwiaz rownanie.
x2-1  _ 3 12 1 _
m& 2 42z+1 0, Qv z+2 + z2—4 + 2r 0,
(4z—1)(z+1)(2z+1) _ x+5 5 _ 1
_uv 4221 - O“ mv T+4 + =2~ x+4?
2041 3 _ z?—z x243z+2
Ov x2-9  x-3 0, mv z2+z—2 + x2—z—2 L.
Zadanie 34. Rozwiaz nier6wnosc.
6—z 1 2 2 1 —z—7
m& r2—x > 71 T Qv L+ z—5 + +1 > x2—4x—5"

2
b) eltbetl < q g

&+wam\m§+@
o) L > 0,

1 1
@v z2422—3 > 2z+1"

Zadanie 35. Podaj dziedzine funkcji f i przedstaw jej wzor w mozliwie prostej
postaci.

2_ 3_ 4 2
a) flo)= 52028, d) fo) =55 8) fla) = =55,
2_ 3_Gr2 _ 4
b) fl@) = 5=5is, o) f(2) = *rtaniar ) f(@) = F@riis
2_ 4_ 2 . 3 2
o) f(@) = s D) flo)=mas D) flo) = g

Zadanie 36. Rozwiaz réwnanie (pamietaj o dziedzinie).

2x—3 _ 6z—x2-6 3 1 _ 2
Nv z—1 +1= z—1 OV 348 r2—4 T 22-2x+4°
2 1 _ 1 2c—2  x—2 _  x—1
Tv 24z 22~ 62’ Q.v r2-36 r2—6x ~ x246x"
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8 1.5 Zadania

Zadanie 4. Wierzcholkiem paraboli y = 22 + bz + ¢ jest punkt P. Podaj
liczbe rozwiazah réwnania |22 + bx + ¢| = 3, jesli:

a) P=(1,-1), b) P=(1,-3), c) P=(1,3), d) P=(1,6).
Odpowiedz znajdz postugujac sie interpretacja geometryczna!
Zadanie 5. Narysuj wykres funkcji:

a) f(z) = |[42® -3,
b) f(z) = Vat — 422 + 4,

d) f(z) =322 —2lz| -1,

¢) f(z) = Va2 —dz+4, e) f(z) = —22%—[a| +3.

Zadanie 6. Rozwiaz rownania i nieréwnosci.

a) %7H%“ e) %7IHVP

b) g_wfwu o f) |z—1|+|z—2|+|z+1|+|z+2] =6,
g) |22 —z|=2-1,

) wﬁ; <2 h) 222 +_g_|H

d) 23] >, D)z — 2% - 3| =0,

Zadanie 7. Zapisz w postaci jawnej wzory funkcji g i h. Naszkicuj wykresy
funkcji f, g i h.

a) f(x) = 335, 9(x) = f(@)], h(z) = f(|=]),
b) f(z) = =5, 9(@) = [f(@)], h(z) = g(|z)),
f(=
e

¢) f(x) =22+ 52 +3, g(x) = f(|z]), hx) = |g(x)],
d) fla) = 4. 9(@) = F(O),
e) f(x) = 4, g(x) = 22 + 1, h(z) = 9(|f(2)])-

Zadanie 8. Wyznacz wartos¢ maksymalna, minimalng oraz ekstrema lokalne
(jesli istnieja) funkcji f.

3.2 Nieréwnosci wymierne. 17

4. Porzadkujemy réwnanie do postaci: 22 — 5z 4+ 4 = 0 i rozwigzujemy.
Otrzymujemy dwa pierwiastki rzeczywiste: x1 = 1V xo = 4.

5. Biorac pod uwage zalozenia z punktu 1, okazuje sie ze tylko x = 4 jest
rozwigzaniem danego rownania wymiernego.

W ten sposéb otrzymaliémy odpowiedz: = = 4.

3.2 Nier6éwnosci wymierne.

Podobnie jak w przypadku réwnan, pokazemy prosty i skuteczny algorytm,
ktory pozwala rozwiazywaé nieréwnosci wymierne. Tak jak poprzednio idea
algorytmu opiera sie na sprowadzeniu danej nieréwnoéci wymiernej do odpo-
wiedniej nieréwnosci wielomianowej.

Algorytm rozwigzywania nieré6wnosci wymiernych.

1. Wypisujemy zalozenia i rozwigzujemy je.

2. Wszystkie sktadniki przenosimy na jedna ze stron nieréwnosci i rozkta-
damy mianowniki wystepujacych ulamkéw na czynniki (o ile sie da),
tak aby mozna bylo okresli¢ najmniejszy (wzgledem stopnia) wsp6lny
mianownik.

3. Sprowadzamy cale wyrazenie do wspolnego mianownika.
4. Licznik rozkladamy na czynniki (o ile jest to mozliwe).

5. Stosujac przeksztalcenie tozsamosciowe, zastepujemy utamek wystepu-
jacy z jednej strony nieréwnosci, na wyrazenie bedace iloczynem licznika
i mianownika. Otrzymujemy w ten sposéb nieréwnosé¢ wielomianowa.

6. Rozwiazujemy nieréwnosé¢ wielomianowa.
7. Uwzgledniamy zalozenia i podajemy odpowiedz.
Przyklad 3.6. Rozwiazemy nieréwnosé:

120 — 4 3z x?
< — .
22 —-2x—3 x—3 =x+1

Bedziemy postepowaé zgodnie z podanym algorytmem.

1. Zalozenia: 22 — 22 —3#0, 2 —3 # 0, z + 1 # 0. Czyli: € R\{-1, 3}.
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10 1.5 Zadania

b) Zbiér AU B ma co najmniej dwie osie symetrii.

c) Zbiér A\B ma $rodek symetrii.

Zadanie 14. Réwnanie ||z — 2| — 2| = m (z niewiadoma z):
a) ma dokladnie dwa rozwiazania dla m = 4,

b) ma dokladnie trzy rozwiazania dla pewnego m,

c) dla m > 2 suma rozwiazania wynosi —4.

1—x

Zadanie 15. Nierownosé B

< 1 spelniaja:

a) wszystkie liczby dodatnie, c) wszystkie liczby catkowite dodat-

b) wszystkie liczby calkowite, e

Zadanie 16. Réwnanie ||z — 2| — 1| = @ ma trzy rézne pierwiastki. Zatem:
a) a=—1,

b) suma tych pierwiastkéw réwna jest 6,

c) pierwiastki te sa wyrazami pewnego ciagu arytmetycznego.

Zadanie 17. Rozwiaz réwnanie: |z|3 — 2% + |z| — 1 = 0.

a) Réwnanie to ma wigcej niz 3 pierwiastki.

b) Suma pierwiastkéw réwna jest 0.

¢) Réwnanie to ma tyle samo pierwiastkéw dodatnich co ujemnych.

Nmamsmm 18. ZN.H.VNMC.W mmCHv\“
A={(z,y): r €RAYERA (y—x)? < 4},

B={(z,y):x e RAy e RA|z| < 4}.
Figura AN B:

a) jest ograniczona, b) ma o$ symetrii, ¢) ma Srodek symetrii.

1

Zadanie 19. Zbiorem rozwiazan nieréwnosci: P

> 1 jest:

15

w zaleznosci od m. Narysuj wykres funkcji y = g(m), gdzie g(m) oznacza ilogé
rozwigzan powyzszego réwnania przy danym m.

Zadanie 26. Wykonaj polecenie z poprzedniego zadania dla réwnania:

2
IL.THHS.
x

Zadanie 27. Naszkicuj wykres funkcji:

a) f(x) =2,

¢) f(z) =i +1.

Zadanie 28. Wykres funkcji f przesun o wektor 4. Podaj wzor otrzymanej
funkcji. Okresl jej dziedzine, zbiér wartosci, asymptoty i miejsca zerowe:

Zadanie 29. Naszkicuj wykres funkeji f(z), podaj réwnanie osi symetrii wy-
kresu oraz wspolrzedne srodka symetrii:

¢) flz) =35 =3, ¢) f&) =~ 2

b) f(a) =313 d) flo) =5 -1, f) fl2) =5 +2

a) flz) =1+,

3 Funkcja wymierna

Definicja 3.1. Funkcja wymierna nazywamy funkcje postaci:

P(z)’

fz) =

gdzie W(z) i P(z) sa wielomianami i P(z) nie jest wieclomianem zerowym.

Fakt 3.2. Dziedzing naturalng funkcji f(x) = W\vav jest zbior wszystkich liczb

rzeczywistych, dla ktérych P(x) # 0.

Uwaga 3.3. Przypomnijmy, ze dwie funkcje sa réwne, gdy maja te same
dziedziny i wzér jednej z nich mozemy sprowadzi¢ do wzoru drugiej.

Przyktad 3.4. Funkcja f(x) = 2@=2) hie jest réwna funkcji g(x) = x, bo

r—2
ich dziedziny nie sg takie same. Mozemy natomiast napisa¢, ze f = h, gdzie

h(z) = z, dla z € R\{2}.
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12 2.2 Hiperbole podstawowe
Algorytm rysowania wykreséw funkcji homograficznych. Aby nary-
sowa¢ przyblizony wykres funkcji f(x) = mwﬂw nalezy:

1. wyznaczy¢ i narysowaé asymptoty tego wykresu,

2. wyznaczy¢ przynajmniej jeden punkt tego wykresu (wstawiajac za x
dowolna liczbe, dla ktérej tatwo wyliczy¢é warto$é f(x), oraz wszystkie
punkty symetryczne do tego punktu,

3. naszkicowaé asymptote przechodzacy przez otrzymane punkty, pamieta-
jac o asymptotach.

Przyklad 2.4. Aby naszkicowaé wykres funkcji f(z) = 2% nalezy:

x—1

1. narysowa¢ asymptoty x = 1 oraz y = 3,

2. poniewaz f(0) = 0, to zaznaczamy punkt (0,0) oraz punkty do niego
symetryczne, czyli: (—2,2), (4,4), (2,6),

3. rysujemy kolejno kazda z galezi pamietajac o dazeniu do asymptot.

Uwaga 2.5. Czestym problemem jest znalezienie punktu symetrycznego do
danego. Pomocny moze by¢ nastepujacy algorytm. Po pierwsze orientujemy
zadany punkt wzgledem punktu przeciecia si¢ asymptot. W powyzszym przy-
ktadzie punkt (0,0) lezy 1 w lewo, 3 w dét od punktu przeciecia asymptot.
Pierwszy punkt otrzymamy przestawiajac same liczby, tzn biorac punkt ktory
jest 3 w lewo i 1 w d6t od punktu przeciecia asymptot. Jest to punkt (—2,2).
Nastepne dwa punkty otrzymamy przez zamiane ,w lew” na ,w prawo” (i od-
wrotnie) oraz ,w gore” na ,w dét” (i odwrotnie), czyli doktadnie: 1 w prawo,
3 w gére (punkt (2,6)) oraz 3 w prawo i 1 w gore (punkt (4,4)).

2.2 Hiperbole podstawowe

Aby uzyskaé¢ dokladniejszy wykres funkcji homograficznej, trzeba nauczy¢ sie
najpierw rysowaé wykresy typu y = Wv gdzie B # 0.

Asymptotami tych wykresow sg osie uktadu wspélrzednych, osiami syme-
trii proste: y = x oraz y = —x, a Srodkiem symetrii jest punkt (0,0). Kazda z
tych funkcji jest nieparzysta.

Przyktad 2.6. Narysujmy wykres funkcji y = w Wstawiamy za x liczby
tatwe do obliczen i dostajemy na przyktad nastepujace punkty wykresu: (1, 1),
(2, Wv“ @umv. Pozwala to naszkicowaé¢ prawa galaz hiperboli. Korzystajac z
nieparzystosci mozemy zaznaczy¢ na wykresie punkty: (—1,—1), (=2, vau
Alw“ —2) i rysujemy lewa galaz.

2.3 Wiasnosci funkcji homograficznej 13

Przyktad 2.7. Narysujmy teraz wykres funkcji y = m. Tu wygodnie jest
podstawiac za x kolejne podzielniki liczby 6, co daje nam nastepujace punkty:
(1,6), (2,3), (3,2), (6,1). Dalej postepujemy tak jak w poprzednim przykta-

dzie.

Przyktad 2.8. Teraz narysujmy wykres y = Iw. Za x wstawiamy podzielniki
liczby 4: (1,—4), (2,-2), (4,—1). Dalej postepujemy tak jak w poprzednich
przyktadach.

Uwaga 2.9. Zauwazmy, ze hiperbola otrzymana w ostatnim z przykladéw
jest inaczej umiejscowiona w ukladzie wspoélrzednych niz dwie poprzednie.
Rzeczywiscie jesli B > 0 to hiperbola y = W lezy w 11 III éwiartce, natomiast
gdy B < 0 to hiperbola ta lezy w Il i IV éwiartce uktadu wspotrzednych.

2.3 Wilasnosci funkcji homograficznej

Fakt 2.10. Kazdg funkcje homograficzng f(x) = artb moina zapisaé w po-

) cr+d
stacu:
B

\Q&H\w._.y“

gdzie B # 0.

Uzasadnienie: Rzeczywiscie, wystarczy najpierw podzieli¢ licznik i mia-

apyb . C qes e .

paral] nastepnie, np. podzieli¢ pisemnie
c

(Sx + wv s (x+ mv Wtedy A = %, C = Imu natomiast B jest reszta z tego
dzielenia.

nownik przez ¢, co daje f(z) =

Przyktad 2.11. Pokazemy praktyczne zastosowanie powyzszego faktu:

e funkcje f(z) = RWHw mozna przedstawi¢ réwniez jako f(z) =4+ %q

=2
r+17

e funkcje f(z) = wwﬂm mozna przedstawi¢ réwniez jako f(z) =3+

5
e funkcje f(z) = wmww mozna przedstawié¢ réwniez jako f(z) = w + aww

Przedstawienie funkcji homograficznej w postaci z powyzszego faktu oka-
zuje sie bardzo pozyteczne, jesli chcemy wykonaé¢ szybko i dos¢ dokltadnie
wykres funkcji homograficznej. Mianowicie, aby narysowaé wykres funkcji ho-
Bomwmmgbm%E&@ﬂ@éwo@mﬁi&vH\».T awwo: UOmﬁ@w&mgv\é:mmn@@&@ow

sposdb:

1. zaznaczamy asymptoty, ktére sa postaci: z = C oraz y = A,



