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1. FUNKCJA LINIOWA 3

1 Funkcja liniowa

1.1 Pojecia podstawowe

Definicja 1.1 (funkcja liniowa). Niech a i b beda dowolnymi liczbami rzeczy-
wistymi. Funkcje f: R — R dana wzorem: f(z) = ax + b nazywamy liniowa.

Uwaga 1.2. W definicji funkcji liniowej wazne jest to, ze dziedzing tej funkcji
jest caly zbior liczb rzeczywistych (zwr6é uwage na zapis f: R — R, czy wiesz
co on oznacza?). Na przyklad funkcja dana wzorem: f(z) = % daje sie
sprowadzi¢ do wzoru funkcji liniowej f(x) = x + 2. Nie jest to jednak funkcja

liniowa gdyz jej dziedzing jest Dy = R\{1}.

1.2 Wykres funkcji liniowej

Wykresem funkeji liniowej f(x) = ax+b jest linia prosta o réwnaniu y = ax+b.
Aby narysowaé wykres funkcji f(x) = ax + b wystarczy znaleZé conajmniej
dwa dowolne punkty tego wykresu.

Innym sposobem rysowania wykresu zadanej funkcji liniowej jest tzw. ,,szyb-
ki wykres” stosowany szczegdlnie wtedy, gdy parametry a i b sa calkowite.
Wystarczy zdaé¢ sobie sprawe, ze parametr b okreéla, w ktérym miejscu wy-
kres przecina o§ OY (bo f(0) = b), natomiast parametr ¢ méwi nam o ile
wzrasta (lub maleje) warto$é funkcji, gdy argument z zwickszamy o 1.

Przykltad 1.3 (szybki wykres). Aby zatem narysowaé wykres funkcji f(z) =
2x —4 zaznaczamy na osi OY punkt —4 (bo b = —4). Od narysowanego punktu
idziemy jedna kratke w prawo i dwie kratki do géry (bo a = 2) i zaznaczamy
kolejny punkt. Od zaznaczonego punktu znéw poruszamy sie o jedna kratke
w prawo i dwie do géry i otrzymujemy kolejne punkty.

Al y=2%4

n
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4 1.2 Wykres funkcji liniowej

Laczac otrzymane punkty otrzymujemy prosta ktora jest wykresem naszej
funkcji f.

Przyktad 1.4 (szybki wykres). Jesli parametr a jest ujemny, to wraz ze wzro-
stem argumentu z, warto$¢ funkcji bedzie malata. Zatem rysujac wykres np.
f(x) = =3z + 2 zaznaczamy na osi OY punkt 2 (bo b = 2) i poruszamy sie
o jedna kratke w prawo i o trzy kratki w d6t (bo a = —3) otrzymujac nowy
punkt. Powtarzajac procedure otrzymujemy kolejne punkty:

5 y=-3"%+2

Uwaga 1.5. Zauwaz, ze uzywajac metody szybkiego wykresu otrzymujemy
doktadniejszy rysunek, gdyz dostajemy wiele punktow, co nie pozwala na ,;roz-
chwianie” sie rysowanej proste;j.

Problem 1.1. Zauwazmy, ze jesli paramter a nie jest liczba catkowita, to szki-
cowanie wykresu metoda ,szybkiego wykresu“ nie jest juz takie proste. Na
przyklad jesli f(x) = %Jr — 2, to na osi OY zaznaczamy —2, a nastepnie po-
winnidmy przenies¢ sie o jedna kratke w prawo i % kratki w gore. Jest to dos¢
trudne do wykonania chyba, ze ... zauwazmy, iz otrzymamy ta sama prosta
poruszajac sie 4 kratki w prawo i 3 kratki do géry:
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5 y =075%-2

1.3 Wspdlczynnik kierunkowy

Definicja 1.6 (wspodlczynnik kierunkowy). Parametr a we wzorze funkcji li-
niowej f(x) = ax + b nosi nazwe wspolczynnika kierunkowego.

Po wczesniejszych rozwazaniach dotyczacych szkicowania wykreséw funkcji
liniowych nazwa ta nikogo nie dziwi. Rzeczywiscie, to parametr a decyduje o
tym, czy wykres opada czy wznosi si¢ i czy jest bardziej stromy czy raczej
niewiele odbiega od prostej poziomej. Jesli w jednym uktadzie wspotrzednych
umiescimy wykresy funkcji: fi(z) = 2z + 1, fa(z) =3z + 1, f3(z) = —x + 1,
fa(x) = —4x+1, f5(x) = 1, to zobaczymy, z¢ cho¢ wszystkie przechodza przez
punkt (0, 1), to jednak ,rozbiegaja si¢” w réznych kierunkach.

5 Y y =2'%+1

4 y =8+

8
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5

Fakt 1.7 (monotoniczno$é funkcji liniowej). Kazda funkcjia liniowa jest mo-
notoniczna, a rodzaj jej monotonicznosci zalezy od jej wspolczynnika kierun-
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kowego.

Fakt 1.8. Jesli wspotczynnik kierunkowy funkcji liniowej f jest rézny od zera
(tzn. a # 0) to funkcja ta jest réznowartosciowa, posiada funkcje odwrotng
(ktora jest funkcjq liniowq), jej zbiorem wartosci jest caly zbior liczb rzeczy-
wistych i ma dokladnie jedno miejsce zerowe.

Fakt 1.9. Jesli wspotczynnik kierunkowy funkcji liniowej jest réwny zero, tzn.
f(x) = b, to funkcja ta nie jest roznowartosciowa, nie ma funkcji odwrotnej,
jej zbior wartosci jest postaci {b}, a wykresem jest prosta pozioma (réwnolegla
do osi OX ). Jesli wiec b # 0, to funkcja nie posiada miejsc zerowych, a jesli
b =0, to funkcja ma nieskoriczenie wiele miejsc zerowych.

Whniosek. 7 podanych wyzej faktéw wynika, ze funkcja liniowa moze mieé
jedno miejsce zerowe (gdy a # 0), moze nie mie¢ miejsca zerowego (gdy a = 0
oraz b # 0) lub moze mieé nieskonczenie wiele miejsc zerowych (gdy a = b = 0).

Fakt 1.10 (kat nachylenia prostej). Wspdlczynnik kierunkowy funkcji linio-
wej [ jest réwny tangensowi kgta nachylenia wykresu tej funkcji do osi OX
(dokladniej mowige, do prawej strony tej osi).
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Fakt 1.11 (proste réwnolegle). Dwie proste o réwnaniach y = aijx + by i

a>0
<90

!
\Q\
NG

a<0
<180

[

Yy = asx + by sq rownolegle wtedy i tylko wtedy, gdy a1 = as.

Fakt 1.12 (proste prostopadle). Dwie proste o réwnaniach y = ajx + by i

Yy = asx + by sq prostopadle wtedy i tylko wtedy, gdy a1 *x ap = —1.

& o
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Wykresem kazdej funkcji liniowej jest linia prosta. Jednak nie kazda linia
prosta jest wykresem funkcji liniowej. W szczegdlnoéci wszystkie proste o réw-
naniach x = ¢, gdzie ¢ € R, nie sa wykresami funkcji. Kazda z pozostatych
prostych jest wykresem jakiej$ funkcji liniowej.

Przyktad 1.13. Znajdziemy teraz wzér funkcji, ktorej wykres jest prosta
przedstawiong na rysunku:

(1,2)

(0.-1)

Poniewaz wykresem jest linia prosta, ktéra nie jest pionowa, zatem szukana
funkcja jest liniowa i ma postaé¢ f(x) = ax — 1 (skad wiadomo, ze b = —1 7).
Poniewaz wykres przechodzi przez punkt (1, 2), zatem f(1) = 2, czylia—1 = 2,
co daje a = 3. Ostatecznie szukana postaé¢ funkeji to f(z) = 3z — 1.

1.4 Zadania
Zadanie 1. Ktéra z podanych funkcji jest funkcja liniowa?
a) f(x)=3—4dx,

wz Tr—
b) f(z) = =2

c) f(z)=g(L), gdzie g(x) = L,

d) f(x) = L)

Zadanie 2 (x). Podaj algorytm ,szybkiego rysowania” wykreséw funkcji po-
staci f(x) = Zx + b, gdzie n, k, b sa liczbami catkowitymi.
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Zadanie 3 (x). Dlaczego proste o réwnaniach x = ¢, gdzie ¢ € R nie sa
wykresami funkcji?

Zadanie 4. Znjadz wzér funkcji odwrotnej do podanej i obie funkcje narysuj
na jednym wykresie.

a) f(z)=3x—1,
b) f(z) = -2z +1,
¢) f(z) =3z +2,
Q) fl@) = 4o}

Zadanie 5. Narysuj wykresy funkcji:
a) f(z) = @=2+h)

r—2

b) f(z) = &2t

¢) f(x) =g(3), edzie g(x) = 1,
d) f(r)=2z+1,dlaz>0.

Zadanie 6. Jesli funkcja f jest dana wzorem funkcji liniowej, ale jej dziedzina
nie jest caly zbidr liczb rzeczywistych, to co mozna powiedzieé¢ o jej wykresie?

Zadanie 7. Przez ktore z ¢wiartek ukladu wspoélrzednych przechodzi wykres
funkcji f(x) = ax + 1, gdzie a € R? Czy zalezy to od parametru a?

Zadanie 8. Przez ktore z ¢wiartek uktadu wspédtrzednych przechodzi wykres
funkeji f(x) = 2z + b, gdzie b € R? Czy zalezy to od paramteru b?

Zadanie 9 (x). W zaleznosci od paramteréw wartosci wspolczynnika kierun-

kowego i wyrazu wolnego omow:
a) monotonicznosé,

b) parzystosc,

¢) réznowartosciowosé,

)
)
)
)

d) postac¢ zbioru wartosci,

funkcji liniowej.
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Zadanie 10. Ile miejsc zerowych moze mieé¢ funkcja liniowa? Podaj przy-
ktad na kazda z mozliwosci. Jak myslisz jaki bedzie to miato wpltyw na liczbe
rozwigzan roéwnania liniowego.

Zadanie 11. Uzywajac tablic matematycznych, kalkulatora albo komputera,
podaj doktadna (lub przyblizona) warto$é¢ kata nachylenia podanych prostych
do osi OX:

a) f(z)=2x+1,
b) f(z) = —z +3,
) f(z)=z—2,

d) f(z) = -3z -2,
e) flz) =iz +4,
f) flz)=—3z+1

Zadanie 12. Wyznacz wzdr funkcji liniowej ktérej wykres:
a) przechodzi przez punkty: A = (1,—1), B = (5,4),

b) przechodzi przez punkt: A = (1,1) i jest réwnolegly do wykresu funkcji
f(z) = 3z — 10,

c) przechodzi przez punkt: A = (2,1) i jest prostopodaly do wykresu funkcji
flx) =2z —4.

Zadanie 13. Na rysunku przedstawiono wykres funkcji liniowe;.

Y

a) Wyznacz wzér tej funkcji.

b) Sprawdz czy dla argumentu x = \/51_ - wartoéé funkcji jest réwna 4 — 2v/2.




10 2. ROWNANIA LINIOWE

Zadanie 14. Funkcja liniowa jest okreslona wzorem f(x) = (2m + 1) — 1.
Dla jakich warto$ci parametru m:

a) funkcja f jest malejaca,
b) wykres funkcji f jest nachylony do osi OX pod katem 45°,
c¢) funkja przyjmuje wartosci dodatnie tylko dla argumentéw x > 2.

Zadanie 15. Funkcja liniowa jest okreslona wzorem f(z) = (—m+ 2)x — 3m.
Dla jakich wartosci parametru m:

a) funkcja f jest rosnaca,

=3

wykres funkcji f jest nachylony do osi OX pod katem 135°,

funkcja f przyjmuje wartoéci ujemne tylko dla argumentéw = > 1,

o

funkcja f nie posiada funkcji odwrotnej,

[¢)

—

wykres funkcji f jest prostopadly do wykresu funkcji g(z) = x + 5,

wykres funkcji f jest réwnolegly do wykresu funkcji g(z) = 4o — 4.

o

)
)
)
d) funkcja f jest nieparzysta,
)
)
)
)

h) wykres funkcji f przechodzi przez punkt: A = (3,6).

2 Rownania liniowe

2.1 Podstawowe pojecia

Definicja 2.1 (réwnanie liniowe). Réwnaniem liniowym bedziemy nazwyaé
réwnanie postaci: ax = b, gdzie x oznacza niewiadoma, natomiast a i b to
parametry.

Rozwiazaé powyzsze réwnanie oznacza znalezé wszystkie liczby, ktore pod-
stawione w miejsce x spelniaja réwnosé. Jesli nie zaznaczono tego inaczej,
przyjmujemy, ze x moze by¢ dowolng liczbg rzeczywista.

Przeanalizuj ponizsze przyklady i sprawdz czy rozumiesz skad wziely sie
takie, a nie inne wyniki.

Przykltad 2.2. Rozwiazaniem réwnania 2z = 0 jest dokladnie jedna liczba:
0.
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Przyktad 2.3. Rozwiazaniem réwnania Ox = 0 jest zbiér wszystkich liczb rze-
czywistych (méwimy tez, ze pierwiastkiem tego réwnania jest dowolna liczba
rzeczywista).

Przykltad 2.4. Rozwiazaniem réwnania Oz = 3 jest zbiér pusty, co oznacza,
ze zadna liczba rzeczywista nie jest pierwiastkiem tego réwnania.

2.2 Liczba rozwigzan réwnania liniowego.

Fakt 2.5. Ogdélnie, rozwigzujgc rownanie lintowe ax = b otrzymujemy:
1. jedno rozwigzanie postaci x = —3, jesli a # 0,

2. nieskoriczenie wiele rozwigzan (czyli x € R), jesli a = 0 i jednoczesnie

b=0,

3. zbidr pusty - brak rozwigzari (x € (), jeslia =0 i b # 0.
Whniosek: Roéwnanie liniowe moze mie¢ 0, 1 lub oo rozwiazan.

2.3 Roéwnania liniowe z zalozeniami

W réwnaniach linowych, o ktérych pisaliémy dotychczas, zakladano (chociaz
nie bylo to nigdzie wyraZnie napisane), ze x moze by¢ dowolna liczba rzeczy-
wista (jest to podobnie jak w przypadku funkcji - dziedzina naturalna). Moze
sie jednak zdarzy¢, ze réwnanie bedzie miato dziedzing zadana z gory. Ponizsza
definicja jest wladciwie rozszerzeniem poprzednie;j.

Definicja 2.6 (réwnanie liniowe z zalozeniami). Réwnanie postacie ax = b
przy zalozeniu x € D nazywamy liniowym (z zalozeniami), a zbiér D nazywa-
my dziedzing tego réwnania.

Oczywiscie, przy poszukiwaniu rozwiazania takiego réwnania, interesuja
nas tylko takie liczby x ktore spetaniaja dane réwnanie i jednocze$nie naleza
do zbioru D.

Przykltad 2.7. Rozwiazmy réwnanie 3z = 5 przy zalozeniu « € N. Oczywiscie
réwnanie takie nie ma rozwiazan, otrzymujmy zbiér pusty (z € (). (dlaczego?)

Przyktlad 2.8. Rozwazmy réwnanie 6z = 2 przy zalozeniu = € (0, 00). Réw-
nanie to ma jedno rozwigzanie x = %
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Przyktad 2.9. Réwnanie Ox = 0 przy zalozeniu = € (0,00) ma nieskoncze-
nie wiele rozwigzan, czyli ... jego rozwiazaniem jest cala dziedzina (wszystkie
liczby z dziedziny spelniaja to réwnanie), czyli: € (0, 00).

Najprostszym sposobem rozwigzania roéwnania liniowego axr = b z zalo-
zeniem x € D jest rozwiazanie ,zwyklego” réwnania liniowego, a nastepnie
obliczenie czedci wspoélnej zbioru rozwiazan oraz zbioru D.

Uwaga 2.10. Jesli w czasie pracy nad rozwiazaniem jakiego$ problemu otrzy-
masz rownanie (niekoniecznie liniowe) ZAWSZE zastandéw sie, czy nie jest ono
,obarczone” jakims zalozeniem.

Przyktad 2.11. Sprébujmy rozwiazaé¢ zadanie o nastepujacej tredci: Jeden
bilet do kina kosztuje 10 zt. Za ile takich biletow zaptacisz 37 z1? Aby rozwigzaé
to zadanie, musimy w zasadzie rozwiagzaé proste réwnanie: 10x = 37, ale przy
zatozeniu x € N (dlaczego?) - i oczywiScie okazuje sie, ze rozwiazaniem jest
zbidr pusty.

Przykltad 2.12. Réwnanie postaci: ;‘133 = % jest oczywiscie réwnowazne

réwnaiu —2x = 4, gdzie z # —2 (dlaczego?). Jest to réwnanie sprzeczne
(zbiorem rozwiazan jest zbior pusty).

2.4 Zadania

Zadanie 16. Podaj liczbe pierwiastkow danego réwnania w zaleznosci od
wartosci wystepujacych parametréw.

m2x+m=ux+1,

)
)

c) ax + b= cz,
)’z +3=2—(b®+ 1)z,
) ar® + 3z —4 =7+ a’.

Zadanie 17. Rozwiaz podane réwnanie (uwzgledniajac wszystkie mozliwosci
dla parametréow).

a) 4xr + 3 = mx —m, c) K’z —1=u—k,

b) 3z —m =mx — 3, d) ar +4 =8z —b.
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Zadanie 18. Rozwiaz podane rownania:

a ( 3)(x +4) —2(3z — 2) = (r — 4)?, gdzie x € N,

(x—1)? = 2(x+3)*> =3(z +2)? — 7(6z — 1), gdzie z > 0,
(x+1)2 - (z—1)3 =6(x?+2z+1), gdzie z # 2.

Zadanie 19. Na pewnym sprawdzianie z matematyki byto do rozwigzania 10
zadan. Ustalono réwniez nastepujace zasady. Za dobrze rozwiazane zadaine
uczen otrzymywal 5 punktow, natomiast za kazde bledne rozwiazanie uczen
tracil 3 punkty. Ile zadan zostalo rozwigzanych dobrze jesli uczen otrzymat:

a) 34 punkty, b) 12 punktéw, c¢) 2 punkty, d) —7 punktéw?

Zadanie 20. Dtugopis kosztuje 3 zt. Ile kosztuje otéwek, jesli za 2 dtugopisy
i 3 otowki zaptacono:

a) 9zl b) 7 zi, c) 7zt 150 gr?

3 Uklady réwnan liniowych

Definicja 3.1. Uktadem dwoéch rownan liniowych z dwiema niewiadomymi
nazywamy uklad postaci:

a1z + by =c1
asx + boy = o

gdzie przynajmniej jeden z paramteréw a; i by oraz przynajmniej jeden z
parametréw ag i by jest rézny od zera (to zalozenie jest potrzebne po to, aby
kazde z réwnan wyznaczalo na plaszczyznie pewna prosta).

Problem 3.1. Jaki zbiér punktéw na plaszezyznie okresla rownanie Ox+0y = c.
Czy zbiér ten zalezy od wartosci parametru c?

3.1 Metody rozwigzywania ukladéw réwnan

Poniewaz kazde z rownan okreéla pewng prosta na plaszczyznie zatem rozwia-
zaniem uktadu sa pary (x,y) wyznaczajace punkty wspélne tych prostych. Jak
wiadomo dwie proste moga mieé¢ 0, 1 lub co puntkéw wspélnych (czy potrafisz
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wykonaé odpowiednie rysunki?). Z tego wynika, ze rozwazany uklad réwnan
moze albo byé sprzeczny, albo mie¢ dokladnie jedno rozwiazanie (mdéwimy
wtedy ze jest oznaczony) albo mieé¢ oo wiele rozwiazan (méwimy wtedy, ze
jest nieoznaczony).

Istnieje wiele metod rozwiazywania uktadéw réownan. Jesli uktad nie za-
wiera parametréw, to mozemy uzy¢:

1. metody podstawiania,

2. metody przeciwynych wspétczynnikéw,
3. metody graficznej,

4. metody wyznacznikdw.

W uktadach bez parametréw, preferowane jest uzywanie jednej z dwdch
pierwszych metod. (Przypomnij sobie na czym polegaja metody 1, 2 i 3).
Jesli natomiast uktad zawiera choé¢ jeden parametr, wydaje sie, ze metoda
wyznacznikow jest ,najbezpieczniejsza” i najefektywaniejsza.

3.2 Metoda wyznacznikéw

Metoda wyznacznikow jest najbardziej uniwersalng metodg rozwigzywania
uktadéw réwnan liniowych. W matematyce uzywa sie jej postaci ogdlnej, zwa-
nej metoda badz wzorami Cramera. Metoda taka pozwala na rowiazywania, w
bardzo prosty sposéb, uktadéw wielu rownan z duza liczba niewiadomych. My
w naszych rozwazaniach ograniczymy sie do uktadéw dwoch réwnan z dwoma
niewiadomymi. Ponizej zebrano podstawowe definicje i fakty, potrzebne przy
korzystaniu z tej metody.

Definicja 3.2 (wyznaczniki uktadu réwnan). Dla ukladu:

a1z + by =1
agx + bay = o

wyznacznikiem gtéwnym nazywamy liczbe W okreélong wzorem:

ar by

W= as bz

| = a1by — azby

Uwaga 3.3 (interpretacja geometryczna wyznacznika). Wyznacznik gléwny
informuje nas, czy proste, ktérych réwnania wystepuja w ukltadzie rownan sa
réwnolegle czy nie.
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Aby zbadaé ile rozwigzan ma dany uktad réwnan warto poshuzyé sie wy-
znacznikiem. Ponizej zebrano kilka faktéw wiazacych wyznacznik, wtasnie z
iloscig rozwiazan uktadu rownan.

Fakt 3.4. Jesli wyznacznik gléowny ukladu W = 0, to proste wyznaczane przez
ten uklad sq réwnolegle. Jesli natomiast wyznacznik gltowny W # 0, to proste
te nie sqg rownolegle.

Fakt 3.5. Jesli wyznacznik glowy ukiadu W #£ 0, to uklad jest oznaczony -
ma dokladnie jedno rozwigzanie. I odwrotenie, jesli uklad ma dokladnie jedno
rozwigzanie, to jego wyznacznik glowny napewno jest rozny od zera.

Fakt 3.6. Jesli wyznacznik gtéowy ukiad W = 0, to uklad nie jest oznaczony -
to znaczy albo okaze sie byé sprzeczny albo ma oo wiele rozwigzan.

Uwaga 3.7. Zauwazmy, ze gdy W = 0, to dalej nie wiemy, ile rozwiazan
posiada uklad réwnan. Sposéb poradzenia sobie z ta ,,przeszkoda” zilustruje
ponizszy przyktad.

Przyklad 3.8 (badanie ilosci rozwiazan ukladu réwnan z parametrem). W
zaleznosci od parametru m zbadamy ilo$¢ rozwiazan uktadu:

mx+y=1
3z +3my =3

Obliczmy wyznacznik gléwny tego uktadu.
m 1
3

W:| 3m

|:3m23.

Sprawdzmy kiedy W = 0:
3m?—-3=0 gly m=1 lub m=—-1.

Dla pozostalych m, zachodzi W # 0, zatem wiadomo juz, ze je$li m €
R\{-1,1}, to uklad posiada dokladnie jedno rozwiazanie. Pozostaje spraw-
dzié co sie dzieje dla m = 1 oraz dla m = —1 (w obu przypadkach proste
wyznaczane przez uktad réwnan sg réwnolegle, nie wiadomo jednak czy po-
krywaja sie czy tez nie maja punktéw wspolnych).

Jesli m = 1 to nasz uklad przyjmuje konkretna postacé:

r+y=1
3z +3y =3
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Wystarczy podzieli¢ drugie réwnaiie obustronnie przez 3 aby otrzymac:

r+y=1

r+y=1
Bez zadnych dalszych wyliczen tatwo mozemy stwierdzi¢, ze oba réwnania
opisuja ta sama prosta - czyli, w tym przypadku uktad ma nieskonczenie wiele

rozwigzan.
Jesli natomiast m = —1, to uktad nasz przybiera postac:

—r+y=1

3xr—3y =3
Wystarczy teraz pierwsze z réwnan pomnozy¢ przez —1 a drugie podzielié
przez 3 (dazymy do zréwnania wspoélczynnika przy z), aby otrzymad:

r—y=-—1
r—y=1
Widaé tutaj odrazu, ze otrzymane proste sa réwnolegle, ale napewno nie po-
krywaja sie (sa ,rozsuniete”), stad uklad jest sprzeczny.
Zbierzmy wiec uzyskane wyniki. Okazalo sig, ze jesli m € R\{—1,1}, to
uktad ma 1 rozwiazanie. Jesli m = —1, to uklad nie ma rozwigzan, jesli nato-
miast m = 1, to uktad ma oo wiele rozwiazan.

Aby poradzi¢ sobie z rozwiazaniem (a nie tylko z podaniem liczby rozwia-
zan) uktadu ktéry posiada parametry, wprowadzimy tzw. wyznaczniki szcze-
gblowe.

Definicja 3.9 (wyznaczniki szczegélowe ukladu réwnan). Wyznacznikami
szczegbdlowymi niewiadomych z i y nazywaé¢ bedziemy odpowiednio liczby:

c1 by
Wy = = c1by — b1,
c2 by
oraz
ayp €
Wy = = ai1Cy — asCy.
ag C2

Fakt 3.10. Jesli wyznacznik glowny ukladu W # 0, to rozwigzaniem ukladu
jest para liczb:
{ r=We
W
Wy

- W
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Co wiecej mozna udowodnié¢ nastepujace wlasnosci.

Fakt 3.11. Jesli W = 0 oraz W, = W, = 0, to uklad ma nieskonczenie wiele
rOZWiQZaN.

Fakt 3.12. Jesli W = 0 oraz przynajmniej jeden z wyzncznikow szczegotowych
Wy lub Wy, jest rozny od zera, to uktad jest sprzeczny.

3.3 Zadania

Zadanie 21. Uzywajac metody podstawiania rozwiaza¢ uktady réwnan:

3r—2y =17 3z —y =2 x—2y=4
a){4$+2y:1 b){—6:v+2y:3 C){Zx—Sy:S
Zadanie 22. Uzywajac metody przeciwnych wspdlczynnikéw rozwiaz uktady
rownan:

_ 1. _ — oy =
2) r+y="7 b) sr —3y =28 ¢) dr —y =3
2r4+2y =4 —2x 4+ 6y =16 20 —2y =5

Zadanie 23. Podany ukiad zilustruj graficznie i jeéli to mozliwe podaj do-
kladne rozwigzanie.

3z —y =2 3z+y =10
a){4w+2y:8 b){—$+y:—2

Oméw wady metody graficzne;j.

Zadanie 24. Przypudmy, ze by # 01 by # 0. Wtedy kazdy taki uktad dwéch
réwnan liniowych mozna sprowadzi¢ do postaci:

— __ a1 1
{y_ b1x+b1

Postugujac sie interpretacja graficzng podaj jak ilo$¢ rozwiazan zalezy od liczb:
aq as c¢1 o

Tbi T by by bo

Zadanie 25. W kazdym z podanych nizej przypadkow wylicz W i jesli W #
0, to rozwiaz dany uklad metoda wyznacznikow, a jesli W = 0, to przez
odpowiednie pomnozenie przeksztalé¢ uktad do postaci, z ktérej ,widaé” ilosé
rozwigzn:
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2) r+2y=11 o) 3r—y=>5 ¢) 2z + by =25
5z —3y =3 5 + 2y = 23 —4x — 10y = —50
) 20 + 5y =15 ) 2824+ 35y +3=0 ) Tr—3y+1=0
3r+8y=-1 122 + 15y +25 =0 dr —d5y+17=0

Zadanie 26. W zaleznosci od paramteru (parametréw) podaj liczbe rozwia-
zan dla:

a){m2$+y_ C){(a_3)x_4y_b ){x—i—?)my—l—i—m

r+y=m 9:10—(@—}-2)3/:—9e 3mz+y=—-2(m-—1)
DR AL SRR
Zadanie 27. W zaleznosci od parametru m rozwiaz podany uktad:
(SIS e Rl e I
Zadanie 28. W zalezno$ci od paramteru k podaj liczbe rozwigzan uktadu:
{ kz +y = k?
r+ky=1
i odpowiedz, dla jakich wartoéci parametru k uktad:
1. jest niesprzeczny, nie,
2. ma co najmniej jedno rozwiaza- 5. ma conajmniej dwa rozwigzania,
nie,

6. ma dokladnie siedem rozwiazan,

3. jest nieoznaczony,
7. (x) ma rozwiazanie bedace para

4. ma co najwyzej jedno rozwiaza- liczb przeciwnych.

Zadanie 29. Dla jakich wartosci parametru b punkt przeciecia prostych da-
nych réwnaniami:

2x — 3by = 5b
T+2y=2>5
nalezy do czwartej ¢wiartki uktadu wspédlrzednych?

Zadanie 30. W zaleznosci od paramteru m podaj rozwigzanie uktadéw row-
nan:
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) 2mz — (m+2)y = 3m d) mz —2(m—2)y=m+3

2(m — 1)z —my =3(m —1) (m—1)z —2my=m
b){x+m(m—1)y:2m2 ) (m+1)2z—(m2—1)y=m+1

x—(m? = 1)y =m(l —m) ¢ (m—1)2z — (m? - 1)y = (m — 1)2
o) { (m+ 1Dz — (m— 1)y =2m?

mx — (m+ 1)y =m(1 —m)

Zadanie 31. W nastepujacych ukladach réwnan przyjmij jedna niewiadoma
za parametr i oblicz wartosci pozostatych niewiadomych.

2) z+y+2=0 o) m+3p—t=2
2 —y+3z=1 2m+t =5
da+b=3

b) { 2b—c=14

3.4 Uklady trzech (i wiecej) réwnan liniowych

W poprzednich podrozdziatach skupialiSsmy sie gtéwnie na rozwiazywaniu ukta-
déw dwoch réwnan, w ktérym wystepowaly dwie niewiadome (i czasem pa-
ramtery). Mozliwe jest jednak rozwiazywanie wigkszych ukladéw réwnan.

Metoda wyznacznikéw dla ukladéw trzech réwnan linowych. Roz-
wazmy uklad réwnan:

a1x + by +c1z =d;
a2 + boy + caz = do
as3x + bsy + c3z = d3

Dla takiego uktadu rownan zdefiniujmy znane juz wczesniej pojecia.

Definicja 3.13 (wyznacznik gléwny ukladu trzech réwnan liniowych). Wy-
znacznikiem gléwnym uktadu trzech rownan liniowych z trzema niewiadomymi
nazywamy liczbe:

a b a
W =1 as by co | =aibacs+ asbszcy + agbicas — agbacy — a1bscs — asbics
ag bz c3
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Uwaga 3.14 (wyznaczniki szczegdlne). Analogicznie do powyzszej definicji,
mozemy poda¢ wzory na wyznaczniki szczegélne W, W,, W., w ktérych od-
powiedniag kolumne zamieniamy na kolumne di, ds,ds i korzystamy z wzoru
danego w definicji.

Wigkszosé twierdzen odnosnie liczby rozwiazan uktadu réwnan liniowych
sa nadal prawdziwe. W szczegdlnosci:

e jedli wyznacznik gléwny jest rézny od zera, to istnieje doktadnie jedno
rozwigzanie,

e jesli wyznacznik gléwny réwny jest zero, a ktéry$ (przynajmniej jeden)
z wyznacznikéw szczegdlnych jest rézny od zera, to uktad jest sprzeczny.

Zachodza réwniez wzory:

W
W
y=

W odréznieniu od przypadku dwoch réwnan z dwiema niewiadomymi, ze-
rowanie sie wszystkich wyznacznikdéw nie rozstrzyga czy uktad jest sprzeczny
czy ma nieskonczenie wiele rozwigzan.

Uwaga 3.15. Powyzsza metoda wyzniacznikow, ,dziala” réowniez dla wiek-
szych uktadéw réwnan. Wzory tej metody ogdlnie nazywa sie wzorami Cra-
mera. Mozna o nich przeczyta¢ w internecie na przyktad tu: http://pl.
wikipedia.org/wiki/Wzory_Cramera. Istnieje réwniez bardzo ,szybka” me-
toda rozwigzywania dowolnych, duzych ukladéw réwnan zwana metoda elimi-
nacji Gaussa, o ktorej mozna poczytac na przyktad tu http://pl.wikipedia.
org/wiki/Metoda_Gaussa.

3.5 Zadania dodatkowe

Zadanie 32. Rozwiaz uklad réwnan:

rT+y+z2=18 r+y—2z="7
a) s T—y—z=2 b) § 20 —y+22=28
rT+y—z2=2 3z +2y —22=20
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2z + 4y — bz = 42 r+4y —3z2= -2
c) ¢ 4dr+3y+4z=-2 e) ¢ *—3y—2z=-13
20 — 6y — 8z = —6 z+9y — 5z =2
3z +4y+2t=7 r+y+z=21
d) ¢ 2c—y+3t=6 f) S 2y—52=0
dr +3y+5t="7 6z —72=0

4 Funkcja kwadratowa

4.1 Podstawowe definicje.

Definicja 4.1 (funkcja kwadratowa). Funkcja kwadratowa nazywamy dowol-
na funkcje postaci: f(z) = ax? + bxr + ¢, gdzie a # 0, natomiast b i ¢ sg
dowolnymi liczbami rzeczywistymi.

Uwaga 4.2. Jesli w zadaniu pojawi si¢ funkcja, ktéra ,wyglada” jak funkcja
kwadratowa, ale wspélczynnik przy x? zawiera parametr (np. f(z) = (m +
1)z2 +mx —3) to najczesciej musimy rozpatrzeé osobno dwa przypadki: funkcji
kwadratowej (gdy m # —1) oraz funkcji liniowej (gdy m = —1).

Wykres funkcji kwadratowej. Wykresem funkcji kwadratowej jest para-
bola. ,Sktada” sie ona z wierzchotka i dwéch ramion, ktére albo sa skierowane
do géry (gdy a > 0) albo na dét (a < 0). Wspéblrzedne wierzchotka obli-
czamy ze wzoréw: W = (p, q), gdzie

—b —-A

:%»Q—Taa

no i oczywiscie A = b? —4ac. Symbol A zwany wyrédznikiem rozpatrywanego
tréjmianu kwadratowego informuje nas o ilosci miejsc zerowych:

b

e jesli A > 0, to funkcja posiada dwa miejsca zerowe,
e jesli A =0, to funkcja posiada jedno miejsce zerowe,
e jesli A < 0, to funkcja nie posiada miejsce zerowych.

Fakt 4.3. Jesli a # 0 i A > 0, to miejsca zerowe dane s¢ wzorami: r; =
_bgg/x, To = %. (Jesli A = 0, to oba wzory dajq tg samq liczbe oznaczang

przez xg.)

Uwaga 4.4. Parametr ¢ oznacza miejsce przeciecia wykresu z osia OY (po-
niewaz oczywiscie f(0) =a-0+b-0+4c=c).
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4.2 Rysowanie wykresu funkcjia kwadratowej.

Jesli chcemy narysowaé¢ wykres funkcji kwadratowej, to:
1. wyliczamy wierzcholek W (p, q) i zaznaczamy go na wykresie,
2. zaznaczamy punkt (0, c¢) - miejsce przeciecia z osia OY,

3. korzystajac z faktu, ze parabola ma 0§ symetrii (jest to prosta o réwnaniu
x = p) i zaznaczamy punkt symetryczny do (0, ¢) ktéry ma wspélrzedne
(2p,c),

4. jesli istniejg miejsca zerowa i sg tatwe do obliczenia, zaznczamy je na osi

OX,

5. przez otrzymane punkty prowadzimy krzywa o ksztalcie mozliwie naj-
bardziej zblizonym do paraboli (pamietajac o symetrycznosci, o niezta-
mywaniu ramion i o gladkim wierzchotku).

Uwaga 4.5. Moze sie zdarzy¢, ze z krokéw 1 — 4 dostajemy zaledwie jeden
punkt (np. dla funkcji f(z) = 22 + 4). Wtedy nalezy wyliczyé warto$é np.
dla z = 1 (wybieramy takie parametry x dla ktérych obliczenia sa mozliwie
najprostsze) i otrzymany punkt, wraz z punktem do niego symetrycznym,
zazanczamy na rysunku.

4.3 Wzory Viete’a.

Poznamy dwa wzory ktére utatwiaja bardzo wiele obliczen. Zapamietanie ich
i czeste stosowanie, pozwala rozwiazaé wiele zadan, ktére bez tych wzoréw
moglby by¢ dos¢ skomplikowane.

Fakt 4.6 (wzory Viete’a). Jeslia #0 i A > 0, to:

{1’1-1-332:;

1T = 5
Uwaga 4.7. Wzory Viete’a pozwalaja powiedzieé co$ o x1 i x2 bez potrzeby
wyliczania tych liczb.

Przyklad 4.8 (zastosowanie wzoréw Viete’a). Niech f(z) = x? — 8z + 6.
Wyrdznik tego trojmianu A wynosi 40, co oznacza, ze funkcja ma dwa miejsca
zerowe x1 oraz ra. Lato zauwazy¢, ze oba miejsca zerowe bedg liczbami nie
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wymiernymi. Jednak wiele rzeczy o tych pierwiastkach mozna powiedzieé, nie
znajac ich doktadnej wartosci. Zapiszmy wzory Viete’a dla tej funkcji:

1 +x9 =28

1T = 6

Odrazu widaé stad, ze obie liczby z1 i z2 sa dodatnie (dlaczego?). Bez wyli-
czania wartosSci tych pierwiastkéw mozna réwniez powiedzie¢ (policzy¢), ze:

a) suma kwadratéw a1 i 22 wynosi: 2 + 23 = (21 +29)? — 22179 = 82 —2%6 =
64 — 12 = 52,

Tot+x1 8
T1x2 6

o~

s . . <1 1
b) suma odwrotnoéci z1 i 9 wynosi: gt = ,

c) odlegtosé z1 i x9 wynosi: |x1 — x| = /(21 — x2)? = \/x% — 22179 + 13 =
V(1 + 22)2 — dz179 = V82 — 4% 6 = /40,

Podobnymi metodami mozna wyliczyé (prawie) kazde inne wyrazenie syme-
tryczne ze wzgledu na z1 i zo. (Symetryczne, to znaczy, ze gdy zamienienimy
rolami x1 oraz xo to nic sie nie zmieni.)

4.4 Funkcja kwadratowa w réznej postaci.

Istnieje wiele postaci zapisu wzoru funkcji kwadratowej. Ponizej zebrano kilka
najczedciej uzywanych form, wraz z podanymi zaletami kazdego ze sposobdw.

1. Postaé¢ ogélna: f(z) = az? + bx + ¢ - ,widaé¢” punkt przeciecia z osig
OY, tatwo otrzymaé wzory Viete’a.

2. Postaé kanoniczna: f(x) = a(z — p)? + q - ,wida¢” wierzcholek oraz
liczbe miejsc zerowych.

3. Postaé iloczynowa: f(x) = a(r —x1)(x —x2) (istnieje tylko wtedy, gdy
A > 0, co wiecej gdy A = 0 skraca si¢ do zapisu f(x) = a(z — x9)?) -
,2wida¢” miejsca zerowe.

Warto zna¢ podane wyzej zapisy, tak aby mozna bylo w odpowiednich
zadania odrazu zastosowaé odpowiedni zapis i odczytaé mozliwie jak najwiecej
informacji bez wykonywania dodatkowych obliczen.
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4.5 Wilasnosci funkcji kwadratowej.

Ponizej zebrano podstawowe wlasnosci funkcji kwadratowe;j.

1. Zbiér wartosci funkcji kwadratowej. Jesli a > 0, to zbiorem wartosci
jest przedzial (g,00), jesli natomiast a < 0, to zbiorem wartosci jest
przedzial (—oo, q). Czy wiesz dlaczego?

2. Monotoniczno$é. Zadna funkcja kwadratowa nie jest monotoniczna,
a jedynie przedziatlami monotoniczna. Jesli a > 0, to funkcja maleje w
przedziale (—oo, p) a roénie w przedziale (p, o). Natomiast, jesli a < 0,
to funkcja roénie w przedziale (—oo,p) natomiast rosnie w przedziale

(p, 00).

3. Réznowartosciowosé. Zadna funkcja kwadratowa nie jest réznowar-
tosciowa, a co za tym idzie nie posiada funkcji odwrotne;j.

4.6 Funkcja kwadratowa okreslona na przedziale domknietym.

Bardzo czesto rozwiagzanie problemu sprowadza sie do rozwazenia funkcji:
f(z) = ax?® + bz + ¢ przy zalozeniu, ze x € (ri,rs), gdzie r1 oraz ry to do-
wolne liczby rzeczywiste takie, ze r1 < r9. Co prawda funkcja ta jest dana
wzorem funkcji kwadratowej, ale jej dziedzing nie jest calty zbior liczb rzeczy-
wistych a jedynie przedzial (ry, o). Méwimy, ze obcinamy funkcje kwadratowa
do przedziatu (ri,r2). Wykresem tej funkcji nie jest cala parabola, a jedynie
jej fragment zawarty miedzy prostymi z = r; oraz x = ry (laczeni z punktami
koncowymi).

Problem 4.1. Rozwaz funkcje f(x) = 2% obcieta do réznych przedzialéw, np:
x € (—1,2), z € (1,2), z € (0,3), x € (—2,—1). Sprébuj oméwié¢ ,typy”
otrzymanych wykreséw. Zauwazmy, ze otrzymane funkcje moga mieé¢ rézne
wlasnosci - inne niz funkcja przed obcigciem. W pewnych sytuacjach moze-
my otrzymaé funkcje monotoniczna, réznowartosciowa, ze zmniejszona liczba
miejsc zerowych itd. Najwazniejszg nowa wlasnoscia jest fakt, ze kazda taka
funkcja posiada wartosé najmniejsza oraz warto$¢ najmniejsza (méwimy, ze
funkcja osiaga swoje kresy).

Przykltad 4.9 (warto$é¢ najwieksza i najmniejsza). Rozwazmy ponizsze funk-

cje. Wszystkie dane bedg jednym wzorem f(z) = 22 — 4.

1. Niech w tym przypadku, dziedzing funkcji bedzie caly zbior liczb rze-
czywistych. Wtedy, nasza funkcja posiada warto$é¢ najmniejsza, ktéra
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wynosi —4 i jest osiagana dla x = 0, ale nie posiada wartoséci najwiek-
sz€j.

. Obetnijmy dziedzine do przedziatu x € (—1,1). Otrzymujemy nowa (in-

na!) funkcje. Podobnie jak poprzednio posiada ona warto$é¢ najwieksza
—4 ktora osiaga dla x = 0. W odréznieniu jednak od poprzedniej, ta
funkcja posiada rowniez warto$¢ najwieksza —3, ktora osigga w dwbch
miejsach, dla x = +1.

. Niech teraz, dziedzing naszej nowej funkcji bedzie inny przedzial: x €

(1,2). Taka funkcja posiada warto$é najmniejsza, ktéra wynosi —3 i jest
osiagana dla z = 1 oraz warto$¢ najwicksza, ktéra wynosi 0 i jest osia-
gana dla z = 2.

Aby lepiej zrozumieé¢ powyzszy przyktad, wykonaj odpowiednie rysunki.

4.7 Zadania

Zadanie 33. Dla podanych funkcji znajdz postaé¢ ogdlnag, kanoniczng, iloczy-
nowa, wierzchotek paraboli i miejsca zerowe:

Zadanie 34. Naszkicuj wykresy funkcji z zadania 1, podaj przedzialy mono-
tonicznosci i zbidr wartosci.

Zadanie 35. Wyznacz warto$ci wspotezynnikéw b i ¢ funkeji f(z) = 22 +bx+-c
tak, aby:

d

e

)
)
c)
)
)

a) do wykresu tej funkcji nalezaly punkty (1, 1) oraz (0,—5),
b) do wykresu tej funkcji nalezaly punkty (3,9) oraz (-1, —9),
funkcja ta miata dwa miejsca zerowe 2 i —3,

funkcja ta miata doktadnie jedno miejsce zerowe 3,

funkcja ta osiggneta minimum réwne 5 dla x = —2,
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f) jej wykres przecinal 0§ OY w punkcie (0,3) i byl styczny do osi OX.
Rozwiazania zobrazuj na odpowiednim rysunku.

Zadanie 36. Dla jakich wartosci parametru m podana funkcja posiada do-
ktadnie jedno miejsce zerowe:

a) f(x) =ma?+ 3z + 4,
b) f(z) = 2% — mz + 2,
c) f(z)=(m+1)2? —2(m+ 1)z + 3m.

Zadanie 37. Wyznacz najwicksza i najmniejsza warto$é¢ funkcji f w podanym
przedziale:

a) f(x) =222 +22 -1,z €(0,2),
b) f(z)=2%+42x -2,z € (-1,2),
c) f(z)=x—22% z €(0,2).

Zadanie 38. Wyr6zniki podanych tréjmianéw sa dodatnie (sprawdz to!). Ob-
licz sume i iloczyn miejsc zerowych kazdego z tréjmianéw (bez wyliczania
wartosci tych miejsc zerowych):

Jakiego znaku sa miejsca zerowe kazdego z tych tréjmianéw?

Zadanie 39. Dla jakich wartoéci parametru m funkcja f(z) = 22+ (m—1)z+
3:

a) przyjmuje tylko wartosci dodatnie,
b) przyjmuje tylko wartosci ujemne,
c) jest funkcja parzysta.

Zadanie 40. Ponizsze wyrazenia przedstaw za pomocg x1 + T9 oraz rixs:



5. ROWNANIA I NIEROWNOSCI KWADRATOWE 27

a) 77 + 3,

b) =+,

Zadanie 41. Funkcja f(z) = 2 + bx + ¢ przyjmuje wartoé¢ najmniejsza dla
xr = —4. Wyznacz warto$¢ wspolczynnikéw b i ¢, jezeli:

a) najmniejsza warto$¢ funkeji jest réwna 3,

b) funkcja ma doktadnie jedno miejsce zerowe.

Zadanie 42. Pilke rzucono pionowo do géry. Odleglosé¢ h (w metrach) pitki
od ziemi w zaleznosci od czasu t (w sekundach) opisuje funkcja:

h(t) = =5t 4 10t + 2.
a) 7Z jakiej wysokosci wyrzucono pitke?

b) Po jakim czasie pitka osiagnela maksymalna odleglo$é od ziemi i ile ona
wynosita?

¢) Czy po 3 sekundach pitka byta juz na ziemi?

2r —1 dla z <1

Zadanie 43. Dana jest funkcja f(z) = { 2 drtd dla z>1°
a) Naszkicuj wykres funkcji f i wyznacz jej miejsca zerowe.

b) Odeczytaj z wykresu przedzialy monotonicznosci funkcji f.

5 Rownania i nieré6wnosci kwadratowe

5.1 Roéwnanie kwadratowe.

Definicja 5.1 (réwnanie kwadratowe). Réwnaniem kwadratowym nazywamy
réwnanie postaci:

azx® +bxr+c=0 gdzie a # 0,b,c € R.

Przyklad 5.2. Rozwazmy réwnanie: (m — 1)a? — 2mz +m =0 (m € R jest
parametrem). W zalezno$ci od wartosci parametru, zachodzi jeden z przypad-
kéw:

e jest to réwnanie liniowe dla m =1,

e jest to réwnanie kwadratowe dla m # 1.



28 5.2 Nier6éwnosé kwadratowa.

5.1.1 Liczba rozwigzan réwnania kwadratowego.

Fakt 5.3 (liczba rozwiazan réwnania kwadratowego). Jesli A > 0, to réw-

nanie kwadratowe ma dwa rozwigzania: r = _bgﬂ lub x = %. Jesli

A =0, to réwnanie kwadratowe ma jedno rozwigzanie, x = 5—5. Jesli A < 0,
to rownanie kwadratowe nie ma rozwigzan - jest sprzeczne.

Przyklad 5.4. Zastanéwmy sie¢ ile rozwiazan, w zaleznosci od parametru
m, ma réwnanie ma? + 4z — 1 = 0. Zauwazmy, ze je$li m = 0, to powyzsze
rownanie, nie jest rownaniem kwadratowym i redukuje sie do rownania postaci:
4x —1 = 0, ktére jako réwnanie liniowe, oczywiscie ma jedno rozwiazanie (x =
i). Jesli natomiast m # 0, to mamy doczynienia z réwnaniem kwadratowym.
Mozemy wobec tego policzy¢ delte: A = 16+4m (nalezy pamietaé, ze obliczona
A istnieje tylko w przypadku gdy m # 0). Latow zatem policzyé, ze jesli
m > —4 (przy zalozeniu m # 0 !) to A > 0, czyli réwnanie ma wéwczas dwa
rozne pierwiastki. Jesli m = —4, tp A = 0, co daje réwnanie tylko z jednym
pierwiastkiem. Jesli natomiast m < —4, to A < 0, wobec czego réwnanie jest
sprzeczne. Zbierzmy uzyskane wyniki:

o Jesli m € (—4,0) U (0, 00), to réwnanie ma 2 rozwiazania.
e Jesli m = —4 VvV m = 0, to ré6wnanie ma 1 rozwiazanie.

o Jedli m € (—oo,—4), to réwnanie nie ma rozwiazan.

5.2 Nieréwnos¢ kwadratowa.

Definicja 5.5. Nieréwnoscia kwadratows nazywaé bedziemy nieréwnosci po-
staci: az? +br 4+ ¢ <0, ax? +bx +c¢ >0, ax? +br +c#0, ax® + bx + ¢ > 0.
gdzie a # 0, oraz a, b, c € R.

5.2.1 Graficzne przedstawienie nieré6wnosci kwadratowej.

Przy rozwigzywaniu nieréwnoéci kwadratowych, czesto najwygodniejszym spo-
sobem jest skorzystanie z metody graficznej, ktora daje szybki i dokladny
wynik. Aby rozwiazaé¢ nieréwnos$é kwadratowa, postepujemy w nastepujacy
sposob. Szkicujemy przyblizony wykres funkcji kwadratowej danej wzorem z
nieréwnosci, przy czym najbardziej interesuja nas w nim miejsca zerowe funk-
¢ji (nie musimy wyliczaé¢ wspélrzednych wierzchotka, miejsca przeciecia z osia
OY itd. - najczesciej w ogdle nie rysujemy osi OY'!). Nastepnie patrzymy dla
jakich wartosci x naszkicowany wykres jest "nad” osia OX, a dla jakich "pod”
osig OX. Odpowiednio dla danej nieréwnoéci, wybieramy przedzial ktory jest
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rozwigzaniem nieréwnosci. Powyzsze rozumowanie pokazemy na kilku przy-
ktadach.

Przyktad 5.6. Rozwigzemy nieréwnoéé z2 — 6z + 8 > 0. Wykresem funkcji
danej wzorem f(z) = 22 — 62 + 8 jest parabola o ramionach skierowanych w
gére, posiadajaca dwa miejsca zerowe xr; = 2 oraz x5 = 4. Stad otrzymujemy
szybko odpowiedZ: z € (—00,2) U (4,00). (Narysuj samodzielnie odpowiedni
rysunek i sprawdz czy rozumiesz, skad wziela sie¢ odpowiedz!)

Przyktad 5.7. Pokazemy teraz, dla jakich wartosci parametru m, rozwiaza-
niem nieréwnosci: 222 4 4x +m > 0, jest zbiér wszystkich liczb rzeczywistych.
Wykresem lewej strony nieréwnosci jest parabola o ramionach skierowa-
nych w gore (dlaczego?). Aby kazda liczba rzeczywista spelniala ta nieréwnosé,
parabola ta powinna ”nie schodzi¢” ponizej osi OX, tzn. w calodci musi znaj-
dowaé si¢ nad osia OX lub ewentualnie moze sig¢ z nig stykaé¢. Stad dostajemy
warunek A < 0 (dlaczego?). Poniewaz A = 16 — 8m, zatem m > 2. Zatem
rozwigzaniem naszej nieréwnosci 222 + 4z +m > 0 bedzie caly zbiér liczb
rzeczywistych, wtedy i tylko wtedy, gdy m € (2,00). (Narysuj odpowiedni
rysunek i zastanéw sie, czy rozumiesz jak otrzymalismy taka odpowiedZ!)

Przyktad 5.8. Rozwazmy nieréwnosé (5—k)x?—2(1—k)x+2(1—k) < 0, gdzie
k € R jest parametrem. Zastanéwmy sie dla jakich wartosci tego parametru,
rozwigzaniem nieréwnosci jest zbiér wszystkich liczb rzeczywistych.

Pierwsze spostrzezenie jest takie, ze jedynie dla k # 5, dana nieréwnosé
jest rzeczywiscie nieréwnoscia kwadratowa. Dla k& = 5 nieréwno$¢ sporwadza
sie do nieréwnoéci liniowej 8x — 8 < 0, ktérej rozwiazaniem nie jest caty zbiér
liczb rzeczywistych, tylko przedzial z € (—o0, 1). Stad napewno k = 5 nie jest
szukanym k. W dalszych rozwazaniach zaktadamy wiec, ze k # 5.

Skoro k # 5, to rozwazana nier6wno$¢ jest nieréwnoscia kwadratowa i
wykresem jej lewej strony jest parabola. Rozwiazaniem bedzie caty zbiér liczb
rzeczywistych wtedy i tylko wtedy, gdy cata parabola bedzie leze¢ pod osia
OX, czyli a < 0 (ramiona musza by¢ skierowane w doét) oraz A < 0 (nie moze
by¢ miejsc zerowych). Otrzymujemy zatem nastepujace warunki:

k+#5
a=5—-k<0
A=41-Fk)?-8GB—-k)(1-k)<0

Drugi warunek daje k > 5, a trzeci: k € (—o00,1) U (9, 00). Czedcia wspdlna
wszystkich warunkéw jest szukana odpowiedz, czyli: k € (9, 00).
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5.3 Zadania

Zadanie 44. Rozwiaz rownanie:

a) (3z —8)% — (4z — 6)2 + (5 — 2)(5z + 2) = 96,

b) (22 —7)%2+ (3z — 5)% + (4o — 9)(4z + 9) = 2(64 — 29z).
Zadanie 45. Uzasadnij, ze réwnanie kwadratowe:

V22? + (V3 +3)z + V6 =0

ma dwa pierwiastki. Nie obliczajac wartoéci pierwiastkéw réwnania, oblicz
sume ich odwrotnoéci.

Zadanie 46. Zbadaj liczbe pierwistkéw réwnania 22 —6x+5 = m w zaleznosci
od paramteru m. Zadanie rozwiaz na dwa sposoby: analitycznie oraz graficznie.
Ktory ze sposobow jest efektywniejszy?

Zadanie 47. W zaleznosci od paramteru m podaj liczbe pierwiastkéw réw-
nania:

2 _m?=2mx+1,

a)
b) mz? + mx +m =0,
¢) (m—"5)2%+ (5—m)x —3m = 0.

Zadanie 48. Dla jakich wartosci parametru m réwnanie (m — 1)z — 2mz +
m — 2 =0 ma 2 rézne, ujemne pierwiastki rzeczywiste?

Zadanie 49. Rozwiaz nieréwnosci:
a) 22 —8r +12 <0,

b) 22 < —4(z + 1),

c) 2z(x —10) > 4(z — 8),

d) xz(z+19) < 3(18 4 5x).

Zadanie 50. Dla jakich wartoéci paramteru m zbiorem rozwiazan nieréwnosci
jest caly zbiér R?

a) 22 —mx+m+3>0,

b) (m? +5m —6)z? —2(m — 1)x +3 > 0,
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¢) —x? +4dmz + 13 > 0.

Zadanie 51. Dla jakich wartosci parametru m réwnanie ma doktadnie jeden
pierwiastek. Znajdz ten pierwiastek.

a) mz? +2(m— 1)z +m—-3=0,
b) 2?2 +mz +m+3 =0,
c) (m+1)2®>—2x+m—1=0.

5.4 Typowe zadania

W tym podrozdziale zebrano kilka przyktadéw zadan, w ktorych pojawia sie
funkcja, rownanie badz nieréwnosé¢ kwadratowa. Przeanalizuj ponizsze przy-
ktady i upewnij sie, czy wszystko jest zrozumiale.

Przykltad 5.9. Zadanie: Wyznacz wartos$ci parametru m, dla ktérych réw-
nanie (m -+ 1)x? —4mx + 2m + 3 = 0 ma dokladnie dwa rézne pierwiastki tego
samego znaku.

Rozwiazanie: Jesli m = —1, to réwnanie redukuje sie do: 4o +1 =0 i
nie spelnia warunkéw zadania (bo réwnanie liniowe nie moze mie¢ dwoch roz-
nych pierwiastkéw tego samego znaku). Jesli natomiast m # —1, to réwnanie
jest kwadratowe. Wtedy iloé¢ pierwiastkéw zalezy od A, a znak pierwiastkow
ustalamy ze wzordéw Viete’a. Otrzymujemy nastepujace warunki:

m# —1

A>0

2>0
Drugi warunek daje nam sume przedzialéw: m € (—oo, —3) U (3,00). Z trze-
ciego warunku mamy: m € (—o0, —3) U (—1,00). Odpowiedzia bedzie czesé

wspolna otrzymanych wynikow.

Odpowiedz: Réwnanie ma dwa pierwiastki tego samego znaku, gdy m €
(=00, =5) U (~1,-5) U (3,00).
Przykltad 5.10. Zadanie: Wyznacz wartosci parametru m, dla ktérych war-
to$¢ bezwzgledna réznicy pierwiastkéw réwnania: 22 +ma + 12 = 0 jest réwna
1.

Rozwiazanie: Jest to réwnanie kwadratowe, wiec aby méc mowié o réz-
nicy pierwiastkéw, musimy mieé pewnos¢ ze istnieja dwa rézne pierwiastki.

Mamy wiec:
A>0
|IL’1 — $2’ =1
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7 pierwszego warunku mamy:
A =m?—48

m? —48 > 0
m € (—o0, —4v/3) U (4V/3, 00)

Drugi warunek przeksztalcamy tak aby mozna byto skorzystaé¢ ze wzoréw
Viete’a. Warunek |z7 — x2| = 1 jest spelniony, wtedy i tylko wtedy, gdy
(r1 — m2)? = 1 (czy wiesz dlaczego?). Przeksztlacimy wyrazenie (11 — x2)%:

b2 c b2 — dac B A

(1‘1 — $2)2 = (ZEl + 1‘2)2 — 4z = ? —4— = 3

a a a?

A stad mamy, ze:
m? — 48
1

=1

m? = 49
m=7Vm=-17

Odpowiedzia jest cze$¢ wspolna wynikéw z oby warunkéw. W tym przypadku
ta czed¢ wspdlng stanowi doktadnie to co wyszlo z warunku drugiego.
Odpowiedz: Zadanie jest spelnione dla m € {—7,7}.

Przyktad 5.11. Zadanie: Wyznacz wartosci parametru m, dla ktorych liczba
5 lezy pomiedzy pierwiastkami réwnania: 2 + 4mz + 3m? = 0.

Rozwigzanie: Wykresem funkcji f(z) = 22 + 4ma + 3m? jest parabola o
ramionach skierowanych w goére. Jesli A > 0, to ma ona dwa miejsca zerowe. Co
wiecej b lezy pomiedzy tymi pierwiastkami, wtedy i tylko wtedy, gdy f(5) <0
(czy wiesz dlaczego? - sporzadz szkic wykresu funkcji i sprébuj to wyjasnié!).
Zatem:

A>0
25 +20m + 3m? < 0

Obliczenia przeprowadzamy podobnie do poprzednich przykladéw. (Ze wzgle-
du na to podobienstwo pomijamy je tutaj - doprowadz obliczenia do konca i
sprawdz odpowiedz!)

Odpowiedz: Zadanie jest spelnione dla m € (-5, —%)
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Przykltad 5.12. Zadanie: Wyznacz wartosci parametru m, dla ktérych réw-
nanie: 22 4+ 4ma + 3m? = 0 ma dwa pierwiastki, ktére sa sinusem i cosinusem
tego samego kata ostrego.

Rozwigzanie: Oczywiscie muszg istnie¢ dwa rézne pierwiastki, czyli A >
0. Aby bytly one sinusem i cosinusem tego samego kata, musi zachodzié¢ réwnosé
2?2 + 22 = 1 (czy wiesz dlaczego musi zajéé ten warunek? przypomnij sobie
wstynna” jedynke trygonometryczna!). Checemy réwniez, aby kat byt ostry -
czyli x1,29 > 0 (dla katéw ostrych zaréwno sinus jak i cosinus, przyjmuja
wartosci nieujemne). Mamy zatem warunki:

A>0
a:%—i—x%:l
1 >0Az20 >0

Dwa ostatnie warunki sprowadzamy do wzoréw Viete’a:

b2 c
2 2
rtry=1¢ 5 -2-=1
1+ x5 22 a

b
—2>0
0A 0= a
T, > To > { 5 <0
Pozostaje tylko dokonczy¢ obliczenia, ktore sa bardzo podobne do tych,
ktore wykonywaliSmy w poprzednich przyktadach.

Odpowiedz: Zadanie jest spetnione dla m = /15.

Przykltad 5.13. Zadanie: Funkcja f: R — N przyporzadkowuje kazdej licz-
bie m € R liczbe rozwiazan réwnania ma? + ma + 2 = 0. Naszkicuj wykres
funkcji f.

Rozwiazanie: Zauwazmy, ze dla m = 0 réwnanie to nie jest kwadratowe
i upraszcza sie do: 2 = 0. Takie réwnanie jest oczywiscie sprzeczne. Wniosek:
dla m = 0 mamy zero rozwiagzan (czyli f(0) = 0).

Jedli m # 0, to rozpatrywane rownanie jest kwadratowe i liczba rozwiazan
zalezy od A: A = m? — 8m.

Jedli wiec m? —8m > 0 (i m # 0) to mamy 2 rozwiazania. Tak dzieje sie
dla m € (—00,0) U (8,00). Dla m = 8 mamy 1 rozwiazanie. Dla m € (0,8)
rOwnanie nie ma rozwiazan.

Zatem mozemy juz podaé wzér na funkcje f:

0 dlam € (0,8)
flx)=49 1 dlam=38
2 dlam € (—o00,0) U (8, 0)
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Teraz wystarczy tylko narysowaé wykres funkcji f korzystajac z podanego
wyzej wzoru. Dokonczenie tego zadania pozostawiamy jako ¢wiczenie czytel-
nikowi.

Przyktad 5.14. Zadanie: Dla jakich wartosci parametru m, suma kwadra-
tow rozwigzah réwnania réwnania: x> — max +m — 1 = 0 jest najmniejsza?

Rozwiazanie: Sprawdzmy najpierw kiedy w ogdle istnieja dwa pierwiast-
ki, czyli kiedy A > 0.

A=m?—4(m—1)=m? —4m+4=(m —2)

Zatem dwa (r6zne) pierwiastki istnieja gdy m # 2.
Suma kwadratéw pierwiatskow saje sie zapisaé¢ wzorami Viete’a, jako:

b—Z—QE.
a

2 2
x] +x] =
1 1 0

Stad:
2+ 23 =m?—2m—1)=m? - 2m +2.

Rozwazmy zatem funkcje f(m) = m? — 2m + 2, gdzie m € R\{2}. Wy-
kresem tej funkcji jest parabola z wymazanym punktem nad m = 2 (nie jest
to na szczescie wierzcholek tej paraboli). Po naszkicowaniu tej paraboli, tatwo
przekonac sie, ze najmniejsza wartos¢, funkcja f osiaga dla m = 1.

Odpowiedz: Dla m = 1 suma kwadratéw pierwiastkéw danego réwnania
jest najmniejsza. (Czy rozumiesz skad wzieta sie ta odpowiedz?)

5.5 Zadania dodatkowe

Po przeanalizowaniu powyzszych przykladéw, samodzielne rozwiazanie kilku
podobnych zadan nie powinno spawi¢ Ci problemu.

Zadanie 52. Wyznacz wartoéci parametru m, dla ktérych réwnanie
(m —1)2® 4+ 2mz +3m —2 =0
ma dwa pierwiastki o réznych znakach.
Zadanie 53. Wyznacz warto$ci parametru m, dla ktérych rownanie:
22— 2z +1 =22zm 4+ m?

ma dwa rozne pierwiastki dodatnie.
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Zadanie 54. Wyznacz wartosci parametru m, dla ktérych iloczyn pierwiast-
kéw rownania:
(m—3)2% —(m+2)z+1=0

jest wiekszy od 2.

Zadanie 55. Wyznacz wartoéci parametru m, dla ktérych réwnanie:
22+ (6 —m)x +2(6 —m) =0,
ma dwa rozwiazania, takie, ze suma ich kwadratow jest najmniejsza.

Zadanie 56. Wyznacz wartosci parametru m, dla ktérych pierwiastki réwna-
nia:
2 2 _
zt—=2mr+m~-—1=0

naleza do przedziatu (—2,4).

Zadanie 57. Wyznacz warto$ci parametru m, dla ktérych réwnanie:
3
322 + mx + 3= 0

ma dwa rozwiazania, ktore sg sinusem i cosinusem tego samego kata.

Zadanie 58. Funkcja f przyporzadkowuje kazdej liczbie m € R liczbe roz-
wigzan réwnania:

a) 2 +mx+m =0,
b) (m +2)2% + 6ma +4m —1=0.

Naszkicuj wykres funkcji f.

6 Zadanie domowe

Na nastepne zajecia prosze zrobi¢ przynajmniej 20 (stownie: dwadziescia) za-
dan, tak aby zrobi¢ przynajmniej po jednym zadaniu z kazdego podrozdziatu z
zadaniami. Wsréd tych zadan moga by¢ tez rozwiazania probleméw lub niedo-
konczonych przykladow. Oczywidcie mozna zrobi¢ tez wiecej zadan. Zadania
prosze przygotowaé na kartkach podpisanych imieniem i nazwiskiem (jesli be-
dzie wiele kartek prosze podpisaé¢ wszystkie albo spiaé je razem) — nie trzeba
przepisywac tresci zadan, wystarcza numery. Je$li w danym zadaniu nie jeste$
pewny/pewna rozwiazania zaznacz to na przyklad przez duzy znak zapyta-
nia;).



