Wielomian interpolacyjny Hermite’a

Witold Bott
15 listopada 2005

1 Sformulowanie zadania
Dla funkcji f: [a,b] — R danej wzorem:
ft)=e*+1

wyznaczy¢ wielomian interpolacyjny Hermite'a na zadanych weztach. Wypisa¢
wielomian w bazie standardowej (jednomianéw) i narysowaé wykres funkcji oraz
wielomianu.

2 Podstawy teoretyczne

2.1 Baza Newtona przestrzeni wielomianéw

Wszystkie wielomiany o wspotczynnikach i wartos$ciach rzeczywistych stopnia co
najwyzej n stanowig przestrzen liniowa. Tradycyjnie przyjeta baza ,standardo-
wa” tej przestrzeni jest baza skladajaca sie z jednomianéw postaci 27 dla j =
0,1,...,n.

Twierdzenie 2.1. Niech ug,uq,...,u, bedg dowolnymi liczbami rzeczywistymi.
Wowczas wielomiany postaci:

po(t) = 1, pz(t) = (t — ui_1>pi_1(t> dla 1 = 1, o, nt 1

stanowiq baze przestrzeni wielomianow stopnia co najwyzej n + 1. Baze tg nazy-
wamy bazg Newtona przestrzeni wielomianow.

2.2 Wielomian interpolacyjny Hermite’a funkcji f

Twierdzenie 2.2. Niech dany bedzie cigg liczb ug < uy, < ... < u,. Dla do-
wolnego ciggu liczb cg, ¢y, . .., Cy, iStnieje dokladnie jeden wielomian W stopnia co
najwyzej n, taki ze jesl liczba ur w ciggu ug, . . ., u, wystepuje v razy, a doktad-
niej, jesli up = -+ = Upyr_1 1 2 k > 0 wynika up_1 # ug oraz z k +r < n wynika
Upr—1 7 Ugtr (liczbe ug nazywamy wtedy weztem r—krotnym), ktory spelnia:

W(ug) = cx, Wl(“k) = Ck41y -+ W(T_l)(uk) = Ck4r—1-



Definicja 2.3 (Wielomian interpolacyjny Hermite’a funkcji f). Wielomian W
stopnia co najwyzej n, nazywamy wielomianem interpolacyjnym Hermite’a funkcji
f, jesli w kazdym r—krotnym wezle uy spelnia réwnania:

W () = flue), Wlag) = f'un), o WO D (ug) = f07 (wy).

Z powyzszej definicji widzimy, iz pojecie wielomianu interpolacyjnego Hermi-
te’a jest uogodlnieniem pojecia ,zwyktego” wielomianu interpolacyjnego Lagran-
ge’a, ktory narzucal jedynie rownosé wartosci wielomianu i funkcji w danych punk-
tach. Twierdzenie (2.2) gwarantuje, ze wielomian taki wyznaczony jest w sposob
jednoznaczny.

Definicja 2.4 (réznica dzielona). Dla parami réznych liczb wuy, ..., u, réznice
dzielone funkcji f sg okreslone w nastepujacy sposob:
Uiy o ooy Ujarp—1| — J Uity .-, U;
f[uz,,uz—}-k]:f[ +k 1] f[ +1 +k]
U; — Uitk

Definicja 2.5. Réznica dzielona rzedu k w (k + 1)—krotnym wezle okre§lona jest

WwZzorem: )
S (s
——— !

k+1

Korzystajac z dwoch wzoréw z powyzszych definicjach, mozemy wyliczy¢ roz-
nice dzielong dla dowolnych uq, ..., u,.

Twierdzenie 2.6. Wielomian interpolacyjny Hermite’a W funkcji f (gdy f jest
klasy C™*1) dany jest wzorem:

W(t) = Zf[uo, o uipi(t)

n
=0
gdzie p; to wspotczynniki bazy Newtona.

Wyznaczenie wielomianu interpolacyjnego Hermite’a sprawdza sie wiec do wy-
znaczenia roznic dzielonych f[ug, . .., u;], ktore sa wspétezynnikami tego wielomia-
nu w bazie Newtona.

3 Opis dzialania programu

Program komunikuje si¢ z uzytkownikiem w sposob interakcyjny. Najpierw uzyt-
kownik podaje dwie liczby rzeczywiste a i b okreslajace krance przedziatu [a, b], a
nastepnie podaje liczbe weztéw (ktéra musi by¢ nie mniejsza niz 2). W programie
przyjmuje sie zatozenie, ze a staje sie pierwszym weztem natomiast b ostatnim.
Kolejna rzecza jest wybor sposobu podziatu odcinka [a, b].



e Wybranie opcji rozktad jednorodny powoduje ze przedzial zostanie podzielo-
ny na odcinki réwnej dtugosci (zgodnie z podang wczesniej liczba weztéw).
Uzytkownik w takim wypadku zostanie poproszony o podanie jednej (stalej
dla wszystkich weztéw) krotnosci.

o Wybranie opcji rozktad jednorodny ze zmienng krotnosci powoduje, podobnie
jak poprzednio, ze odcinek [a,b] zostanie podzielony na odcinki o réwnej
dhugosci, jednak w odréznieniu od przypadku poprzedniego, dla kazdego z
weztow oddzielnie mozna podac rézng krotnosé.

e Wybranie opcji rozktad niejednorodny umozliwia uzytkownikowi podzial prze-
dzialu [a, b] na dowolne odcinki i przypisanie kazdemu z weztéw dowolnej
krotnosci.

Po wprowadzeniu danych program wylicza wielomian interpolacyjny i zapisu-
je go w pliku wyjsciowym. Domys$lnie wynik zapisywany jest w pliku o nazwie
plot.tex'. Jest to plik w formacie ITEX, ktéry wewnetrznie korzysta z pakietu
Asymptote. Wygenerowany dokument zawiera:

e wzOr i dziedzine funkcji f,
e wzér wielomianu interpolacyjnego W,
e wykres obu tych funkcji.

Aby, na podstawie tegoz pliku wygenerowaé¢ dokument w formacie PDF naj-
lepiej wykorzysta¢ dostarczony skrypt powtoki o nazwie genPDEF'.sh, ktory nalezy
uruchomié¢ w nastepujacy sposob:

./genPDF.sh plik
jesli nasz dokument jest zapisany w pliku o nazwie: plik.tex. Do poprawnego dzia-
lania skrypt genPDF.sh wymaga programéw: latex, asymptote (komenda asy),
dvips oraz ps2pdf. Wynikiem dziatania skryptu jest powstanie pliku plik. pdf.
3.1 Przykladowy wynik dzialania programu
Ponizej przedstawiono wynik dzialania programu, dla przedziatu [—1, 1] podzielo-
nego na 5 rownoodlegltych weztow o statej krotnosci 2.
Funkcja f: [-1.0,1.0] — R dana wzorem:

f(z) =e* + 1.
Wielomian interpolacyjny?:

W(x) = +0.0015 - 2° 4 0.0071 - 2®

L Aby zapisaé¢ wynik w innym pliku nalezy uruchomié program z jednym parametrem bedacym
nazwa pliku wynikowego.

2Aby poprawi¢ czytelnoéé, wspélezynniki wielomianu sg wypisywane z doktadnoécig do 4
miejsc po przecinku.



+0.0253 - 2" + 0.0883 - z° + 0.2667 - 2° + 0.6669 - z*
+1.3333 - 2% + 2.0000 - 22 + 2.0000 - 2* + 2.0000 - 2°

Wykres:

\j

O
-0.8 —-0.6 —-0.4 -0.2 0.2 0.4 0.6 0.8 1

4 Opis struktury programu

Program zostal napisany w jezyku C (a doktadniej w wersji C99 tegoz jezyka).
Kod zrédtowy programu podzielony jest na czesci (moduty):

e main.c — zawiera gtowng funkcje programu, wywotuje ona funkcje pobiera-
jaca dane, wyliczajaca wielomian oraz generujaca wyjscie;

e getdata.c — zawiera funkcje pobierajacg dane od uzytkownika;

e inter.c — zawiera funkcje wyliczajacag wspotczynniki wielomianu interpola-
cyjnego metoda Hermite'a (wiecej o tej funkeji w nastepnym podrozdziale);

e plot.c — zawiera funkcje generujace rysunek w formacie Asymptote oraz do-
kument w formacie I¥TEX (funkcje te nie korzystaja w zaden sposob z wy-
mienionych formatéw — generuja jedynie pliki zrodtowe).



4.1 Modut inter.c — wyliczanie wielomianu interpolacyjne-
go

W tym podrozdziale skupimy sie na opisaniu modutu inter.c. Modut ten zawiera
dwie funkcje. Pierwsza z nich jest funkcja pomocnicza o nazwie f. Funkcja ta stuzy
do wyliczenia wartosci zadanej funkcji f(x) = €** + 1 oraz pochodnych dowolnego
rzedu z tej funkeji. W tym celu uzywana jest wbudowana w biblioteke standardowa,
jezyka C funkcja ezp. Oto treé¢ funkcji f:

double f (double x,int d) {
return ( (1 << d) * exp(2*x) + ((d>0) 70:1) );
}

Gléwna funkcja tego modutu jest funkcja getHermite Polynominal. Jej dzia-
tanie mozna podzieli¢ na cztery etapy:

(1) Przydzielenie pamieci na zmienne. Etap ten nie jest wyjatkowo interesujacy,
zostanie wigc pominiety w dalszym opisie.

(2) Wyznaczenie rzed6w pochodnych do wyliczenia w weztach i wyliczenie warto-
sci funkeji w weztach.

(3) Wyznaczenie wspotezynnikéw wielomianu interpolacyjnego w bazie Newtona.

(4) Przejscie z bazy Newtona do bazy jednomianéw (tzw. bazy potegowej).

Etap (2) Funkcja pobierajaca dane od uzytkownika przygotowuje tablice weztow.
Tablica zawiera liczby: vy < u; < ... < u,. W programie przyjmuje si¢
zatozenie, ze jesli jakis wezel | podany jest” k—krotnie, to dla pierwszego
wystapienia wyliczana jest warto$¢ funkcji, dla drugiego wartos¢ pierwszej
pochodnej itd. az do pochodnej rzedu k—1. W tablicy k£ bedziemy wiec prze-
chowywac¢ rzad pochodnej do wyliczenia w wezle o danym indeksie. Ponizszy
fragment kodu wyznacza wartosci tablicy k:
k[0]=0;
for(int i=1;i<count;i++) {

if (nodes[i] == nodes][i-1])
k[i] = k[i-1]41;

else
k[i] = 0;

Po wyznaczeniu tablicy k jestedmy gotowi na to aby wylicza¢ wartosci funkeji
i pochodnych funkcji f. Wartosci te zapiszemy w tablic poly, ktora pozniej
zawiera¢ bedzie wspotczynniki naszego wielomianu. Za wyliczenie odpowied-
nich wartosci odpowiada nastepujacy fragment kodu:

for(int i=0;i<count;i++)



Etap (3) W tym momencie mamy juz wszelkie niezbedne informacje do tego by
rozpoczaé wyliczanie wspotezynnikow wielomianu. Wyliczen dokonujemy na
podstawie twierdzenia (2.6) oraz dwoch definicji ilorazéw dzielonych.

for(int j=1;j<count;j++)
for(int i=count-1;i>=j;i--) {
if(k[i] ==0)
poly[i] = (poly[i] - poly[i-1-k[i-1]])
/ (nodes[i]-nodes[i-j]);
else {
poly[i] /= (double)j;
kli]--;
}
}

Etap (4) Wynikiem dzialania powyzszego kodu jest wypelnienie tablicy poly
warto$ciami wspotczynnikow wielomianu interpolacyjnego w bazie Newto-
na. Aby przejs¢ do bazy uzywanej w tradycyjnnym zapisie wielomianéw
wystarczy wykona¢ kilka prostych operacji arytmetycznych, ktore realizuje
ponizszy kod:
for(int j=count-1;j>=0;j--)

for(int i=jji<count-1;i++)
poly[i] = poly[i]-poly[i+1]*nodes]j];

Pelny kod Zrodtowy programu mozna $ciggnaé ze strony:
http://www.houp.info/mn/hermite.tar.bz2
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