
7
P
ra
w
a
w
ie
lk
ic
h
li
cz
b
i
tw
ie
rd
ze
n
ia
gr
an
ic
zn
e

S
ła
b
e
p
ra
w
o
w
ie
lk
ic
h
li
cz
b
.
N
ie
ch
X
n
b
ęd
zi
e
ci
ąg
ie
m
zm
ie
nn
yc
h
lo
so
w
yc
h,
m
k
=
E
X
k
,
S
n
=
∑ n k=

1
X
n
.
Je
że
li

ci
ąg
∑ n k=

1
(X
k
−
m
k
)

n
zb
ie
ga
w
ed
łu
g
pr
aw
do
p
od
ob
ie
ńs
tw
a
do
0
to
m
ów
im
y,
że
X
n
sp
eł
ni
a
sł
ab
e
pr
aw
o
w
ie
lk
ic
h
lic
zb

(S
P
W
L
).
W
ar
un
ek
z
de
fin
ic
ji
m
oż
na
ró
w
no
w
aż
ni
e
za
pi
sa
ć:
∀ ε
>
0
lim
n
→
∞
P
(|
S
n
−
E
S
n

n
|­
ε)
=
0.

T
w
.
C
ze
b
y
sz
ew
a
C
ią
g
ni
ez
al
eż
ny
ch
zm
ie
nn
yc
h
lo
so
w
yc
h
X
n
sp
eł
ni
a
SP
W
L
,g
dy
is
tn
ie
ją
w
ar
to
śc
io
cz
ek
iw
an
e
E
(X
i)

i
w
ar
ia
nc
je
σ
2 i
zm
ie
nn
yc
h
X
i
is
tn
ie
ją
i
są
w
sp
ól
ni
e
og
ra
ni
cz
on
e
(t
zn
.
∃ σ
2
∀ n
V
a
r(
S
n
)
¬
σ
2
).

T
w
.
M
ar
ko
w
a
C
ią
g
zm
ie
nn
yc
h
lo
so
w
yc
h
X
n
sp
eł
ni
a
SP
W
L
,
gd
y
is
tn
ie
ją
w
ar
to
śc
i
oc
ze
ki
w
an
e
E
(X
i)
i
w
ar
ia
nc
je
σ
2 i

zm
ie
nn
yc
h
X
i
or
az
lim
n
→
∞
V
a
r
(S
n
)

n
2
=
0.

W
n
io
se
k
Je
śl
i
X
n
ci
ąg
ni
ez
al
eż
ny
ch
zm
ie
nn
yc
h
lo
so
w
yc
h
o
je
dn
ak
ow
ym
ro
zk
ła
dz
ie
,
dl
a
kt
ór
eg
o
is
tn
ie
je
w
ar
ia
nc
ja
,

to
ci
ąg
te
n
sp
eł
ni
a
SP
W
L
.

T
w
.
C
h
in
cz
y
n
a
C
ią
g
ni
ez
al
eż
ny
ch
zm
ie
nn
yc
h
lo
so
w
yc
h
o
je
dn
ak
ow
yc
h
ro
zk
ła
da
ch
i
w
sp
ól
ne
j
w
ar
to
śc
i
oc
ze
ki
w
an
ej

sp
eł
ni
a
SP
W
L
.

M
o
cn
e
p
ra
w
o
w
ie
lk
ic
h
li
cz
b
.
X
n
je
st
ci
ąg
ie
m
zm
ie
nn
yc
h
lo
so
w
yc
h,
m
k
=
E
X
k
.
C
ią
g
X
n
sp
eł
ni
a
m
oc
ne
pr
aw
o

w
ie
lk
ic
h
lic
zb
(M
P
W
L
),
gd
y
ci
ąg
∑ n k=

1
(X
k
−
m
k
)

n
zb
ie
ga
do
0
z
pr
aw
do
p
od
ob
ie
ńs
tw
em
je
de
n.

U
w
ag
a.
Je
śl
i
ci
ąg
sp
eł
ni
a
M
P
W
L
to
sp
eł
ni
a
te
ż
SP
W
L
.

T
w
.
K
oł
om
og
or
ow
a
Je
śl
i
X
n
są
ni
ez
al
eż
ne
,
V
a
r(
X
n
)
is
tn
ie
ją
or
az
sz
er
eg
∑ ∞ n=

1
V
a
r
(X
n
)

n
2

je
st
zb
ie
żn
y,
to
(X
n
) n

sp
eł
ni
a
M
P
W
L
.

W
n
io
se
k
Je
śl
i
(X
n
) n
je
st
ci
ąg
ie
m
ni
ez
al
eż
ny
ch
zm
ie
nn
yc
h
lo
so
w
yc
h
o
je
dn
ak
ow
ym
ro
zk
ła
dz
ie
i
∀ n
V
a
r(
X
n
)
=
σ
2
<

+
∞
,
to
X
n
sp
eł
ni
a
M
P
W
L
.

W
n
io
se
k
Je
śl
i
X
n
sp
eł
ni
a
za
ło
że
ni
a
tw
.
C
zy
by
sz
ew
a
to
sp
eł
ni
a
M
P
W
L
.

C
en
tr
al
n
e
tw
ie
rd
ze
n
ie
gr
an
ic
zn
e
L
in
d
eb
er
ga
-L
ev
y
’e
go
.
Je
że
li
{X
n
}
je
st
lo
so
w
ym
ci
ąg
ie
m
ni
ez
al
eż
ny
ch
zm
ie
n-

ny
ch
o
je
dn
ak
ow
ym
ro
zk
ła
dz
ie
,
o
w
ar
to
śc
i
pr
ze
ci
ęt
ne
j
α
1
i
sk
oń
cz
on
ej
w
ar
ia
nc
ji
σ
2
>
0,
to
ci
ąg
(F
n
)
dy
st
ry
bu
an
t

st
an
da
ry
zo
w
an
yc
h
śr
ed
ni
ch
ar
yt
m
et
yc
zn
yc
h
X
n
(s
ta
nd
ar
yz
ow
an
yc
h
su
m
∑ n i=

1
X
i)
Y
n
=
X
n
−
α
1

σ √
n

=
∑ n i=1

X
i
−
n
α
1

σ
√
n

je
st

zb
ie
żn
y
do
dy
st
ry
bu
an
ty
Φ
ro
zk
ła
du
N
(0
,1
):
lim
n
→
∞
F
n
(y
)
=

1
√
2π

∫ y −∞
e−

1 2
t2
d
t
≡
Φ
(y
)
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1
P
od
st
aw
y
te
or
ii
m
ia
ry
p
ro
b
ab
il
is
ty
cz
n
ej

1.
1
Z
b
io
ry
m
ie
rz
al
n
e
–
σ
–c
ia
ło
zb
io
ró
w

Z
ał
óż
m
y,
że
m
am
y
ja
ki
ś
zb
ió
r
Ω
.
N
ie
ch
F
b
ęd
zi
e
ta
ką
ro
dz
in
ą
p
od
zb
io
ró
w
Ω
,
że
:

•
Ω
∈
F

•
A
∈
F
⇒
A
′
∈
F

•
∀ i
∈
I
A
i
∈
F
⇒
⋃ i∈I

A
i
∈
F

W
te
dy
ro
dz
in
ę
F
na
zy
w
am
y
σ
–c
ia
łe
m
zb
io
ró
w
.

G
dy
da
na
je
st
p
ew
na
ro
dz
in
a
A
p
od
zb
io
ró
w
zb
io
ru
Ω
,
σ
–c
ia
łe
m
ge
ne
ro
w
an
ym
pr
ze
z
tą
ro
dz
in
ę,
na
zy
w
am
y
na
j-

m
ni
ej
sz
e
(w
se
ns
ie
za
w
ie
ra
ni
a)
σ
–c
ia
ło
za
w
ie
ra
ją
ce
A
i
oz
na
cz
am
y
σ
(A
).
M
oż
na
ud
ow
od
ni
ć,
że
σ
(A
)
je
st
pr
ze
kr
oj
em

w
sz
ys
tk
ic
h
σ
–c
ia
ł
za
w
ie
ra
ją
cy
ch
A
.
G
dy
A
m
a
n
el
em
en
tó
w
i
są
on
e
pa
ra
m
i
ro
zł
ąc
zn
e,
or
az
sp
eł
ni
aj
ą
w
ar
un
ek

⋃ n i=1
A
i
=
Ω
to
σ
(A
)
m
a
2n
el
em
en
tó
w
.

1.
2
Z
b
io
ry
b
or
el
ow
sk
ie

N
ie
ch
Ω
=

R
.
W
ów
cz
as
σ
–c
ia
ło
ge
ne
ro
w
an
e
pr
ze
z
w
sz
ys
tk
ie
zb
io
ry
ot
w
ar
te
za
w
ar
te
w

R
oz
na
cz
m
y
pr
ze
z
B
(R
)
i

na
zy
w
am
y
ro
d
zi
n
ą
zb
io
ró
w
b
or
el
ow
sk
ic
h
.
R
od
zi
na
ta
za
w
ie
ra
w
sz
cz
eg
ól
no
śc
i
w
sz
ys
tk
ie
pr
ze
dz
ia
ły
(a
,b
).

Fu
nk
cj
ę
f
:

R
→

R
na
zy
w
am
y
fu
n
kc
ją
b
or
el
ow
sk
ą,
gd
y
pr
ze
ci
w
ob
ra
zy
zb
io
ró
w
p
os
ta
ci
(−
∞
,a
)
są
b
or
el
ow
sk
ie
.

W
sz
cz
eg
ól
no
śc
i
w
sz
ys
tk
ie
fu
nk
cj
e
ci
ąg
łe
,
są
b
or
el
ow
sk
ie
(a
le
ni
e
w
sz
ys
tk
ie
fu
nk
cj
e
b
or
el
ow
sk
ie
są
ci
ąg
łe
).

1.
3
M
ia
ra
p
ro
b
ab
il
is
ty
cz
n
a

N
ie
ch
da
ny
b
ęd
zi
e
p
ew
ie
n
zb
ió
r
Ω
i
σ
–c
ia
ło
F
.
Fu
nk
cj
ę
P
:
F
→

R
+
,
sp
eł
ni
aj
ąc
ą:

•
P
(∅
)
=
0,

•
P
(⋃ i∈

I
A
i)
=
∑ i∈

I
P
(A
i)
dl
a
pa
ra
m
i
ro
zł
ąc
zn
yc
h

zb
io
ró
w
A
i.

na
zy
w
am
y
m
ia
rą
.
Je
śl
i
do
da
tk
ow
o
sp
eł
ni
on
y
je
st
w
ar
un
ek
:
P
(X
)
=
1
to
P
na
zy
w
am
y
m
ia
rą
p
ro
b
ab
il
is
ty
cz
n
ą

lu
b
pr
aw
do
p
od
ob
ie
ńs
tw
em
.

T
ró
jk
ę
(Ω
,F
,P
)
na
zy
w
am
y
pr
ze
st
rz
en
ią
pr
ob
ab
ili
st
yc
zn
ą.

2
R
oz
kł
ad
p
ra
w
d
op
od
ob
ie
ń
st
w
a

2.
1
R
oz
kł
ad
d
ys
kr
et
ny

N
ie
ch
(X
,F
,P
)
b
ęd
zi
e
pr
ze
st
rz
en
ią
pr
ob
ab
ili
st
yc
zn
ą.
M
ów
im
y,
że
ro
zk
ła
d
pr
aw
do
p
od
ob
ie
ńs
tw
a
P
je
st
dy
sk
re
tn
y,
je
śl
i

is
tn
ie
je
co
na
jw
yż
ej
pr
ze
lic
za
ln
y
zb
ió
r
A
∈
F
ta
ki
,
że
P
(A
)
=
1.

2.
2
D
ys
tr
yb
u
an
ta
ro
zk
ła
d
u
p
ra
w
d
op
od
ob
ie
ń
st
w
a

R
oz
pa
tr
zm
y
pr
ze
st
rz
eń
pr
ob
ab
ili
st
yc
zn
ą
(R
,B
(R
),
P
).
Fu
nk
cj
ę
F
:

R
→

R
,
da
ną
w
zo
re
m
:
F
(t
)
=
P
((
−
∞
,t
))
na
zy
w
a-

m
y
d
y
st
ry
b
u
an
tą
ro
zk
ła
du
P
.
D
ys
tr
yb
ua
nt
a
p
os
ia
da
na
st
ęp
uj
ąc
e
w
ła
sn
oś
ci
:

•
∀ t
∈

R
0
¬
F
(t
)
¬
1,

•
F
je
st
le
w
os
tr
on
ni
e
ci
ąg
ła
,

•
F
je
st
ni
em
al
ej
ąc
a,

•
F
(−
∞
)
=
lim
t→
−
∞
F
(t
)
=
0,

•
F
(+
∞
)
=
lim
t→
+
∞
F
(t
)
=
1.

P
un
kt
y
ni
ec
ią
gł
oś
ci
(p
un
kt
y
sk
ok
ow
e)
F
są
tz
w
.
n
oś
n
ik
am
i
p
ra
w
d
op
o
d
ob
ie
ń
st
w
a
–
tz
n.
pr
aw
do
p
od
ob
ie
ńs
tw
o

ka
żd
eg
o
ta
ki
eg
o
pu
nk
tu
je
st
ni
ez
er
ow
e.
Je
śl
ir
oz
kł
ad
pr
aw
do
p
od
ob
ie
ńs
tw
a
je
st
dy
sk
re
tn
y,
to
dy
st
ry
bu
an
ta
je
st
p
on
ad
to

st
ał
a
m
ię
dz
y
pu
nk
ta
m
i
sk
ok
ow
ym
i.

2.
3
R
oz
kł
ad
ci
ąg
ły

M
ów
im
y,
że
m
ia
ra
pr
ob
ab
ili
st
yc
zn
a
P
ok
re
śl
on
a
na
(R
,B
(R
))
je
st
ty
pu
ci
ąg
łe
go
,
gd
y
is
tn
ie
je
fu
nk
cj
a
f
:

R
→

R
,
ta
ka
,

że
P
(A
)
=
∫ Af
(x
)d
x
dl
a
do
w
ol
ne
go
A
∈
B
(R
).
Fu
nk
cj
ę
f
na
zy
w
am
y
gę
st
oś
ci
ą
m
ia
ry
P
.

1



5.3
R
ozkład

b
rzegow

y

N
iech
X
:
Ω
→

R
2
w
ektor

losow
y
o
dystrybuancie

F
.
W
ów
czas

funkcje
F
X
(x)
=
lim
y→
∞
F
(x
,y)
oraz

F
Y
(y)
=

lim
x→
∞
F
(x
,y)
są
dystrybuantam

i
rozkładów

na
R
.
R
ozkłady

te
nazyw

am
y
brzegow

ym
i.

Jeśli
dodatkow

o
w
ektor

losow
y
p
osiada

gęstość
f
,
to
funkcje

f
X
(x)
= ∫R

f
(x
,y)d
y
oraz
f
Y
(y)
= ∫R

f
(x
,y)d
x
są

gęstościam
i
rozkładów

brzegow
ych
na

R
.

5.4
P
aram

etry
liczb

ow
e

W
artość

o
czek
iw
an
a
Jeśli

X
=
(X
1 ,X

2 ,...,X
n )
jest
w
ektorem

losow
ym
,
to
w
ektor

liczb
(E
X
1 ,E
X
2 ,...,E

X
n )

nazyw
am
y
w
artością

średnią
(oczekiw

aną)
w
ektora

X
.
Jest
ona
określona

jeśli
w
szystkie

w
artości

oczekiw
ane
E
X
i

istnieją.
Jeśli
ϕ
:R
n
→

R
funkcja

b
orelow

ska,
oraz
X
w
ektor

losow
y
typu

ciągłego,
to
E
ϕ
(X
)
= ∫R

n
ϕ
(x)f
(x)d
x.

5.5
P
rzykład

y

G
ęstości

su
m
y,
ilo
czy
n
u
,
ilorazu

zm
ien
n
y
ch
losow

y
ch
:

1.
U
=
X
+
Y
:
k
1 (u)
= ∫R
f
(x
,u
−
x)d
x;
gdy
X
,Y
-niezależne:

k
1 (u)
= ∫R
f
1 (x)f

2 (u
−
x)d
x

2.
U
=
X
Y
:
k
1 (u)
= ∫R
f
(x
,
ux
)
1|x| d
x;
gdy
X
,Y
-niezależne:

k
1 (u)
= ∫R
f
1 (x)f

2 (
ux
)
1|x| d
x

3.
U
=
XY
:
k
1 (u)
= ∫R
f
(u
y
,y)|y|d

y;
gdy
X
,Y
-niezależne:

k
1 (u)
= ∫R
f
1 (u
y)f
2 (y)|y|d

y

D
w
u
w
y
m
iarow

y
rozk
ład
n
orm
aln
y
m
a
gęstość

daną
w
zorem

:

f
(x
,y)
=

1

2π
σ
1 σ
2 √
1
−
ρ
2
ex
p {
−

1
2(1
−
ρ
2) [
(x
−
µ
1 ) 2

σ
21

−
2ρ
(x
−
µ
1 )(y
−
µ
2 )

σ
1 σ
2

+
(y
−
µ
2 ) 2

σ
22

]}
dla
(x
,y)∈

R
2

gdzie:
µ
1
=
E
X
,
µ
2
=
E
Y
,
σ
1
=
√
D
2X
>
0,
σ
2
=
√
D
2Y
>
0,
ρ–w
sp
ółczynnik

korelacji
zm
.los.
X
i
Y
,
przy

czym
|ρ|
<
1.

6
Z
b
ieżn
ość
ciągów

zm
ien
nych

losow
ych

1.
Z
bieżność

z
praw
dop
odobieństw

em
1
(praw

ie
na
p
ew
no,
praw
ie
w
szędzie):

P
({ω
:
lim
n
→
in
f
X
n (ω
)
X
(ω
)})
=
1.

O
znaczenie:

X
n
z
p
r
.
1

−−−−→
(p
.n
.)
X
.

2.
Z
bieżność

w
edług

praw
dop
odobieństw

a:∀
ε>
0
lim
n
→
∞
P
({ω
:|X

n (ω
)−
X
(ω
)|­
ε})
=
0.O
znaczenie:

X
n
w
g
p
r.

−−−−→
(P
)

X
.

3.
Z
bieżność

w
edług

dystrybuant
(zbieżność

w
zględem

rozkładu,słab
o
zbieżny)

–
ciąg
dystrybuant

F
n
jest
zbieżny

do
dystrybuanty

F
w
każdym

punkcie
ciągłości

F
.
O
znaczenie:

X
n
D
−−→(s)
X
.

R
odzaje

zbieżnościw
ym
ienione

są
od
najsilniejszejdo

najsłabszej.Z
e
zbieżnościz

praw
dop
odobieństw

em
1
w
ynika

zbieżność
w
edług

praw
dop
odobieństw

a,
a
z
niej
w
ynika

zbieżność
w
edług

dystrybuant.
N
astępujące

w
arunki

są
rów
now
ażne

ze
zbieżnością

z
praw
dop
odobieństw

em
1:

•
∀
ε>
0
lim
k→
∞ ⋂

∞n
=
k {|X

n
−
X
|
<
ε}
=
1

•
∀
ε>
0
lim
k→
∞ ⋃

∞n
=
k {|X

n
−
X
|­
ε}
=
0

6.1
T
w
ierd
zen
ie
o
ciągłości

C
iąg
(X
n )
n
jest
zbieżny

w
edług

rozkładu
do
X
w
tedy

i
tylko

w
tedy,

gdy
ciąg
funkcji

charakterystycznych
ϕ
n
jest

zbieżny
w
każdym

punkcie
do
funkcji

ciągłej
ϕ
.
T
akie
ϕ
jest
funkcją

charakterystyczną
zm
iennej

X
.

7

W
łasn
ości
gęstości

m
iary

p
rob
ab
ilisty

czn
ej

• ∫R
f
(x)d
x
=
1,

•
f
(x)
­
0
praw
ie
w
szędzie

(czyli
zbiór

punktów
w

których
to
nie
jest
praw
da,
m
a
m
iarę
rów
ną
0).

K
ażda

funkcja
f
:R
→

R
która

sp
ełnia

te
w
łasności

jest
gęstością

p
ew
nego

rozkładu
praw
dop
odobieństw

a.
N
iech
f
b
ędzie

gęstością,
a
F
dystrybuantą.

W
tedy
zachodzi:

F
(x)
=
P
((−
∞
,x))
= ∫

x

−
∞
f
(t)d
t

D
ystrybuanta

rozkładu
typu

ciągłego
jest
funkcją

ciągłą.
W
punktach

ciągłości
f
istnieje

p
ochodna

dystrybuanty
i

zachodzi:
f
(x)
=
F
′(x).

U
w
aga.

N
ie
każda

ciągła
dystrybuanta

jest
dystrybuantą

rozkładu
typu

ciągłego.
Istnieją

rozkłady
które

nie
są

ani
ciągłe

ani
dyskretne.

3
Z
m
ien
n
a
losow

a

Z
m
ien
n
ą
losow

ą
nazyw

am
y
dow
olną
funkcję

X
:
Ω
→

R
taką,

że
∀
x∈

R {ω
:
X
(ω
)
<
x}
∈

F
.
W
przypadku

gdy
F
=
2
Ω
,
dow
olna
funkcja

X
:
Ω
→

R
jest
zm
ienną

losow
ą.

3.1
D
efi
n
icje
p
od
staw
ow
e

N
iech
dana

b
ędzie

przestrzeń
probabilistyczna

(Ω
,F
,P
),
oraz
p
ew
na
zm
ienna

losow
a
X
.
W
ów
czas
funkcja

P
X
(A
)
=

P
(X
−
1(A
))
jest
m
iarą
probabilistyczną,

oraz
(R
,B
(R
),P
X
)
jest
przestrzenią

probabilistyczną.
M
iarę
P
X
nazyw

am
y

p
raw
d
op
o
d
ob
ień
stw
em
gen
erow

an
y
m
p
rzez

zm
ien
n
ą
losow

ą
X
.

M
ając
m
iarę
P
X
odp
ow
iadającą

p
ew
nej
zm
iennej

losow
ej
X
m
ożem
y
w
ięc
zdefiniow

ać
p
ojęcie

d
y
stry
b
u
an
ty

zm
ien
n
ej
losow

ej.
D
ystrybuantą

zm
iennej

losow
ej
X
nazyw

am
y
funkcję

F
X
:R
→

R
daną

w
zorem

1:

F
X
(t)
=
P
X
((−
∞
,t))
=
P
(X
−
1(−
∞
,t))
=
P
(X
<
t).

3.2
D
yskretn

a
zm
ien
n
a
losow

a

Z
m
ienną

losow
ą
X
nazyw

am
y
zm
ien
n
ą
ty
p
u
d
y
sk
retn
ego,

gdy
istnieje

co
najw
yżej
przeliczalny

zbiór
B
∈
B
(R
),

taki,
że
P
X
(B
)
=
1.

3.3
C
iągła

zm
ien
n
a
losow

a

Z
m
ienną

losow
ą
X
zm
ien
n
ą
ty
p
u
cią
głego,

gdy
istnieje

gęstość
rozkładu

praw
dop
odobieństw

a
P
X
.

3.4
F
u
n
kcja

zm
ien
n
ej
losow

ej

Jeśli
X
jest
zm
ienną

losow
ą,
a
g
funkcją

b
orelow

ską,
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złożenie

Y
=
g
◦
X
jest
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zm
ienną

losow
ą.
P
onadto

zachodzi:
P
Y
(B
)
=
P
g◦
X
(B
)
=
P
({ω
:
g(X
(ω
))∈
B
})
=
P
({ω
:
X
(ω
)∈
g
−
1(B
)})
=
P
X
(g
−
1(B
))

P
onadto

jeśli
X
jest
typu

ciągłego
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m
am
y:F
Y
(y)
= ∫

{
x
:g
(x
)<
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f
X
(x)d
x
.

Jeśli
dodatkow

o,
w
iem
y
że
g
jest
różniczkow

alna
i
ściśle

rosnąca
(g
′(x)6=

0),
to:

F
Y
(y)
= ∫

y

g
−
1(−
∞
) (g
−
1(t)) ′f

X
(g
−
1(t))d

t

oraz
f
Y
(y)
=
f
X
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−
1(y))(g

−
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f
X
(g
−
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1
g
′(g
−
1(y))
.

3.5
N
iezależn

e
zm
ien
n
e
losow

e

Z
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ienne

losow
e
X
1 ,X

2 ,...,X
n
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n
iezależn

e
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dla
dow
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zbiorów
b
orelow

skich
B
1 ,B
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n
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P
(X
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B
1 ∧
X
2
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B
2 ∧
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X
n
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B
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P
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B
1 )P
(X
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=
B
2 )···P
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n
=
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n )

1W
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p
od
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n
a
kilka
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–
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zam
ien
n
ie
kilka

rów
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form
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N
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N
(p
,σ
2
),
N
(0
,1
)
na
zy
w
am
y
st
an
da
rd
o-

w
ym
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•
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)
=

1
√
2π

∫ t −∞
e−
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)2 2
d
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=
Φ
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)

•
f
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)
=

1
σ
√
2π
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m
)2

2
σ
2
dl
a
x
∈

R

•
EX
=
m

•
V
a
r(
X
)
=
σ
2

•
D
la
st
an
da
rd
ow
eg
o:
ϕ
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)
=
e
−
t
2

2

C
au
ch
y
’e
go

•
P
ar
am
et
ry
θ,
λ

•
F
(x
)
=
1 2
+
1 π
ar
ct
an
( x−θ λ
)

•
f
(x
)
=

1
π
λ
[1
+
(
x
−
θ
λ
)2
) ]

•
ϕ
(t
)
=
e−
|t
|

•
W
ar
to
ść
oc
ze
ki
w
an
a
i
w
ar
ia
nc
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ez
de
fin
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w
an
e

–
ni
e
is
tn
ie
ją
gd
yż
ca
łk
ir
oz
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ą
do
ni
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ńc
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-

śc
i.

•
U
w
ag
a.
Je
śl
i
X
i
Y
m
aj
ą
st
an
da
rd
ow
y
ro
zk
ła
d
no
r-

m
al
ny
to
zm
ie
nn
a
X
/
Y
m
a
ro
zk
ła
d
C
au
ch
y’
eg
o
z

pa
ra
m
et
ra
m
i
θ
=
0
i
λ
=
1

5
Z
m
ie
n
n
e
lo
so
w
e
w
ie
lo
w
ym
ia
ro
w
e

W
ek
to
re
m
lo
so
w
y
m
lu
b
zm
ie
nn
ą
lo
so
w
ą
w
ie
lo
w
ym
ia
ro
w
ą
na
zy
w
am
y
do
w
ol
ną
fu
nk
cj
ę
X
:
Ω
→

R
n
,
kt
ór
a
sp
eł
ni
a

w
ar
un
ek
:
∀ B
∈
B
(R
n
)X
−
1
(B
)
∈
F
,
cz
yl
i
pr
ze
ci
w
ob
ra
z
do
w
ol
ne
go
zb
io
ru
b
or
el
ow
sk
ie
go
z
pr
ze
st
rz
en
i2

R
n
m
us
i
na
le
że
ć

do
σ
–c
ia
ła
.

K
aż
dą
fu
nk
cj
ę
w
ie
lo
w
ym
ia
ro
w
ą
X
:
Ω
→

R
n
m
oż
em
y
pr
ze
st
aw
ić
w
p
os
ta
ci
:
X
=
(X
1
,X
2
,.
..
,X
n
),
gd
zi
e
dl
a

ka
żd
eg
o
1
¬
i
¬
n
X
i
:
Ω
→

R
.
Fu
nk
cj
a
X
je
st
zm
ie
nn
ą
lo
so
w
ą
w
ie
lo
w
ym
ia
ro
w
ą
⇐
⇒
ka
żd
e
X
i
je
st
(„
zw
yk
łą
”)

zm
ie
nn
ą
lo
so
w
ą.

O
dw
zo
ro
w
an
ie
ϕ
:

R
n
→

R
m
na
zy
w
am
y
fu
nk
cj
ą
b
or
el
ow
sk
ą
gd
y
pr
ze
ci
w
ob
ra
zy
zb
io
ró
w
b
or
el
ow
sk
ic
h
z
R
m
są

zb
io
ra
m
i
b
or
el
ow
sk
im
w

R
n
.

Z
ło
że
ni
e
ϕ
◦
X
,
gd
zi
e
X
w
ek
to
r
lo
so
w
y
a
ϕ
fu
nk
cj
a
b
or
el
ow
sk
a,
je
st
te
ż
w
ek
to
re
m
lo
so
w
ym
.

W
ek
to
r
lo
so
w
y
je
st
w
ek
to
re
m
ty
p
u
d
y
sk
re
tn
eg
o,
gd
y
is
tn
ie
je
ta
ki
co
na
jw
yż
ej
pr
ze
lic
za
ln
y
zb
ió
r
B
b
or
el
ow
sk
i,

że
P
X
(B
)
=
1.

W
ek
to
r
lo
so
w
y
je
st
w
ek
to
re
m
ty
p
u
ci
ą
gł
eg
o,
gd
y
is
tn
ie
je
fu
nk
cj
a
f
ta
ka
,
że
P
X
(B
)
=
∫ ...∫

B
f
(x
)d
x
,
dl
a
do
w
ol
-

ne
go
B
b
or
el
ow
sk
ie
go
.
Fu
nk
cj
ę
tą
na
zy
w
am
y
gę
st
oś
ci
ą
(m
us
i
on
a
sp
eł
ni
ać
do
da
tk
ow
e
w
ar
un
ki
,
o
cz
ym
ni
że
j)
.

5.
1
D
ys
tr
yb
u
an
ta

G
dy
X
:
Ω
→

R
n
je
st
w
ek
to
re
m
lo
so
w
ym
,
dy
st
ry
bu
an
ta
m
a
p
os
ta
ć:
F
:

R
n
→

R
,
F
(t
1
,t
2
,.
..
,t
n
)
=
P
X
((
−
∞
,t
1
)
×

(−
∞
,t
2
)
×
..
.(
−
∞
,t
n
))
.
W
pr
zy
pa
dk
u
gd
y
n
=
2
m
am
y:
F
(x
,y
)
=
P
(X
<
x
,Y
<
y
)
d
la
(x
,y
)
∈

R
2
.

W
ła
sn
oś
ci

•
Je
st
le
w
os
tr
on
ni
e
ci
ąg
ła
i
ni
em
al
ej
ąc
a
ze
w
zg
lę
du
na
ka
żd
ą
zm
ie
nn
ą
z
os
ob
a.

•
∀ x
∈

R
lim
y
→
−
∞
F
(x
,y
)
=
0,
∀ y
∈

R
lim
x
→
−
∞
F
(x
,y
)
=
0

•
lim
x
→
∞
,y
→
∞
F
(x
,y
)
=
1

•
D
la
do
w
ol
ny
ch
pu
nk
tó
w
(x
1
,y
1
),
(x
2
,y
2
)
ta
ki
ch
,ż
e
x
1
¬
x
2
iy
1
¬
y 2
za
ch
od
zi
ni
er
ów
no
ść
F
(x
2
,y
2
)−
F
(x
2
,y
1
)−

F
(x
1
,y
2
)
+
F
(x
1
,y
1
)
­
0

5.
2
G
ęs
to
ść

W
ła
sn
oś
ci

•
P
X
(B
)
=
∫ ...∫

B
f
(x
)d
x

•
F
(t
1
,t
2
,.
..
,t
n
)
=
∫ t 1 −∞
..
.∫ t n −∞

f
(t
1
,t
2
,.
..
,t
n
)d
t 1
d
t 2
..
.d
t n

•
∫∫ R

2
f
(x
,y
)d
x
d
y
=
1

•
w
pu
nk
ta
ch
ci
ąg
ło
śc
i:
f
(x
1
,.
..
,x
n
)
=
∂
n
F
x
(x
1
,.
..
,x
n
)

∂
x
1
..
.∂
x
n
.

N
ie
za
le
żn
oś
ć
zm
ie
n
n
y
ch
:
∀ (
x
,y
)∈

R
2
F
(x
,y
)
=
F
X
(x
)F
Y
(y
)
lu
b
f
(x
,y
)
=
f X
(x
)f
Y
(y
)

2
Z
b
io
ry
b
or
el
ow
sk
ie
w

R
n
,t
o
σ
–c
ia
ło
zb
io
ró
w
za
w
ie
ra
ją
ce
w
sz
ys
tk
ie
zb
io
ry
ot
w
ar
te
z
te
jp
rz
es
tr
ze
ni
.G
en
er
ow
an
e
je
st
n
p
.p
rz
ez
w
sz
ys
tk
ie

ot
w
ar
te
ko
st
ki
(i
lo
cz
yn
y
ka
rt
ez
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ńs
ki
e
p
rz
ed
zi
ał
ów
ot
w
ar
ty
ch
).
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3.
6
C
h
ar
ak
te
ry
st
yk
i
zm
ie
n
ny
ch
lo
so
w
yc
h

3.
6.
1
W
ar
to
ść
o
cz
ek
iw
an
a

W
ar
to
śc
ią
o
cz
ek
iw
an
ą
zm
ie
nn
ej
lo
so
w
ej
X
na
zy
w
am
y
lic
zb
ę
E
X
.

W
pr
zy
pa
dk
u,
gd
y
X
je
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zm
ie
nn
ą
ty
pu
ci
ąg
łe
go
w
ar
to
ść
oc
ze
ki
w
an
a
m
a
w
ar
to
ść
:

E
X
=
∑ i∈
I

x
ip
i.

o
ile
sz
er
eg
je
st
b
ez
w
zg
lę
dn
ie
zb
ie
żn
y
(j
eś
li
ni
e
je
st
to
E
X
ni
e
is
tn
ie
je
).

W
pr
zy
pa
dk
u,
gd
y
X
je
st
zm
ie
nn
ą
ty
pu
ci
ąg
łe
go
o
gę
st
oś
ci
f
,
w
ar
to
ść
oc
ze
ki
w
an
a
w
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aż
a
si
ę
w
zo
re
m
:

E
X
=
∫ R
x
f
(x
)d
x

i
is
tn
ie
je
,
gd
y
ca
łk
a
je
st
zb
ie
żn
a.

W
ła
sn
oś
ci
w
ar
to
śc
i
o
cz
ek
iw
an
ej

•
X
­
0
⇒
E
X
­
0

•
|E
X
|¬
E
|X
|

•
dl
a
a
,b
∈

R
za
ch
od
zi
E
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X
+
bY
)
=
a
E
X
+
bE
Y

•
dl
a
a
∈

R
za
ch
od
zi
E
a
=
a

•
E
(X
−
E
X
)
=
0

•
E
(X
Y
)
=
E
X
∗
E
Y
,
gd
y
X
i
Y
są
ni
ez
al
eż
ne

W
ar
to
ść
o
cz
ek
iw
an
a
z
fu
n
kc
ji
zm
ie
n
n
ej
lo
so
w
ej
Je
śl
iϕ
je
st
fu
nk
cj
ą
b
or
el
ow
sk
ą,
a
zm
ie
nn
a
lo
so
w
a
X
je
st
ty
pu

dy
sk
re
tn
eg
o,
to
:

E
ϕ
(X
)
=
∑ i∈
I

ϕ
(x
i)
P
(X
=
x
i)

a
gd
y
X
je
st
ty
pu
ci
ąg
łe
go
,
o
gę
st
oś
ci
f
,
to
:

E
ϕ
(X
)
=
∫ R
ϕ
(x
)f
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)d
x

3.
6.
2
W
ar
ia
n
cj
a

W
ar
ia
n
cj
ą
zm
ie
n
n
ej
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w
ej
X
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w
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y
lic
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V
a
r(
X
)
da
ną
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V
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=
E
X
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W
pr
zy
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u
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X
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w
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V
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w
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n
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•
V
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V
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∈
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V
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V
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X
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⇒
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V
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X
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V
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y
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√
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y
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n
ie
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d
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y
m
i
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a
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z
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ar
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n
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n
n
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N
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b
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ą
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L
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=
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w
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aż
m
y,
że
gd
y
X
=
Y
to

co
v
(X
,Y
)
=
co
v
(X
,X
)
=
V
a
r(
X
).

T
W
.
|c
ov
(X
,Y
)|
¬
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+
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+
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√
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+
b)
=
1
dl
a
p
ew
ny
ch

a
,b
∈
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.
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=
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=
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=
p
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p
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=
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=

p
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=
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=
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x

gdzie
Γ
(p)
= ∫

∞0
x
p−
1e −
x
d
x,
n
=
1
,2,3,...,

Γ
(n
)
=

(n
−
1)!

•
ϕ
(t)
=
(1
−
itα ) −

p

•
U
w
aga:
Γ
(1
,α
)
to
rozkład

w
ykładniczy.

•
U
w
aga:
Γ
(
n2
,
12 )
to
tak
zw
any
rozkład

χ
2
(chi
kw
a-

drat)
z
n
stopniam

i
sw
ob
ody.

B
eta•
P
aram
etry:

p
,q
>
0

•
f
(x)

=

{
1

β
(p
,q) x

p−
1(1
−
x)
q−
1
x
∈
(0,1)

0
w
p
.p
.

β
(p
,q)
:=
Γ
(p)Γ
(q)

Γ
(p+
q)

L
ap
lace’a

•
P
aram
etr
λ
>
0

•
f
(x)
=
λ2
e −
λ|x|

dla
x
∈

R
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3.6.4
In
n
e
ch
arak
tery
sty
k
i
liczb

ow
e

Z
m
ien
n
a
ty
p
u
d
y
sk
retn
ego

M
om
en
t
zw
y
k
ły
rzęd
u
r
α
r
=
E
X
r
= ∑

i∈
I
x
ri p
i

M
om
en
t
cen
traln

y
rzęd
u
r
µ
r
=
E
(X
−
α
1 )
r
= ∑

i∈
I (x
i −
α
1 )
rp
i

M
ed
ian
a
każda

liczba
x
0
,5
sp
ełniająca

w
arunki

F
(x
0
,5 )¬

0,5
¬
lim
x→
x
0
,5
F
(x); ∑

x
i <
x
0
,5
p
i ¬
0
,5
¬ ∑

x
i ¬
x
0
,5
p
i

K
w
an
ty
l
rzęd
u
p
każda

liczba
x
p ,0
<
p
<
1
sp
ełniająca

w
arunki

F
(x
p )
¬
p
¬
lim
x→
x
p
F
(x); ∑

x
i <
x
p
p
i
¬
p
¬

∑
x
i ¬
x
p
p
i

D
om
in
an
ta
m
0
–
punkt

skokow
y
x
k ,
różny

od
m
in
(x
i )
i
m
a
x(x
i ),
dla
którego

p(x
k )
osiąga

m
aksim

um
absolutne.

Z
m
ien
n
a
ty
p
u
cią
głego

M
om
en
t
zw
y
k
ły
rzęd
u
r
α
r
=
E
X
r
= ∫R
x
rf
(x)d
x

M
om
en
t
cen
traln

y
rzęd
u
r
µ
r
=
E
(X
−
α
1 )
r
= ∫R (x

−
α
1 )
rf
(x)d
x

M
ed
ian
a
F
(x
0
,5 )
=
0
,5

K
w
an
ty
l
rzęd
u
p
F
(x
p )
=
p

D
om
in
an
ta
m
0
–
odcięta

m
aksim

um
absolutnego

gęstości.

3.7
F
u
n
kcja

ch
arakterystyczn

a

F
u
n
kcją

ch
arak
tery
sty
czn
ą
zm
ien
n
ej
losow

ej
X
nazyw

am
y
funkcję

zesp
oloną

ϕ
:R
→

C
daną

w
zorem

ϕ
(t)
=

E
e
itX
.
W
przypadku

gdy
X
jest
zm
ienną

losow
ą
typu

dyskretnego,
funkcja

charakterystyczna
w
yraża

się
w
zorem

:

ϕ
(t)
= ∑
k

p
k e
itx
k

W
przypadku

ciągłej
zm
iennej

losow
ej
X
o
gęstości

f
m
am
y
natom

iast:
∫

R
e
itx
f
(x)d
x

W
łasn
ości
fu
n
kcji
ch
arak
tery
sty
czn
ej

1.
ϕ
(0)
=
1.

2.
∀
t∈

R
ϕ
(t)
=
ϕ
(−
t),
gdzie

ϕ
(−
t)
oznacza

liczb
ę
zesp
oloną

sprzężoną
z
ϕ
(−
t).

3.
∀
t∈

R |ϕ
(t)|¬

1.

4.
ϕ
jest
funkcją

jednostajnie
ciągłą

(co
w
szczególności

oznacza,
że
jest
ona
ciągła).

5.
ϕ
jest
funkcją

rzeczyw
istą
⇔
rozkład

zm
iennej

losow
ej
X
jest
sym
etryczny

w
zględem

x
=
0.

6.
Jeśli
ϕ
X
(t)
jest
funkcją

charakterystyczną
zm
iennejlosow

ej
X
to,funkcją

charakterystyczną
zm
iennej

Y
=
a
X
+
b

jest
funkcja

ϕ
Y
(t)
=
e
itbϕ

X
(a
t).

7.
Jeżeliistnieje

k-ty
m
om
ent
zm
iennejlosow

ej
X
o
funkcjicharakterystycznej

ϕ
,to
ϕ
jest
k-krotnie

różniczkow
alna

i
zachodzi

zw
iązek

α
k
=
E
X
k
=
1i k
ϕ
(k
)(0)

8.
Funkcja

charakterystyczna
skończonej

sum
y
niezależnych

zm
iennych

losow
ych
rów
na
się
iloczynow

i
funkcji

cha-
rakterystycznych

tych
zm
iennych.

T
W
.
N
iech
F
b
ędzie

dystrybuantą,
zaś
ϕ
funkcją

charakterystyczną
zm
iennej

losow
ej
X
.
W
tedy:

1.
D
la
a
<
b
takich

że,
F
jest
ciągła

(w
tych
punktach)

zachodzi

lim
R
→
∞

12π ∫
R

−
R

e −
ita
−
e −
itb

it
ϕ
(t)d
t
=
F
(b)−

F
(a)

2.
Jeśli
p
onadto ∫R

|ϕ
(t)|d
t¬
+
∞
,
to
X
m
a
rozkład

typu
ciągłego,

o
gęstości

f
(x)
=
12π ∫R
e −
itx
ϕ
(t)d
t.

W
n
iosek

.
Funkcja

charakterystyczna
jednoznacznie

w
yznacza

rozkład
zm
iennej

losow
ej.

T
W
.
Jeśli
ϕ
jest
funkcją

charakterystyczną
zm
iennej

losow
ej
X
,
okresow

ą
o
okresie

T
=
2
π
,
to
X
jest
zm
ienną

typu
dyskretnego

o
w
artościach

całkow
itych

oraz
P
(X
=
k)
=
12π ∫

π−
π
e −
itkϕ
(t)d
t,
k
∈

Z
.
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