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‘Wtasnosci gesto$ci miary probabilistycznej e f(x) > 0 prawie wszedzie (czyli zbiér punktéw w
o [o f(@)de =1 ktérych to nie jest prawda, ma miare réwna 0).
o =

Kazda funkcja f: R — R ktéra spelnia te wlasnosci jest gesto$cia pewnego rozkladu prawdopodobiefistwa.
Niech f bedzie gestoscia, a F dystrybuanta. Wtedy zachodzi:

Fa) = P(-e.0) = [ s(0a

Dystrybuanta rozkladu typu ciaglego jest funkcja ciagla. W punktach ciaglosci f istnieje pochodna dystrybuanty i
zachodzi: f(z) = F'(z).

Uwaga. Nie kazda ciagla dystrybuanta jest dystrybuanta rozkladu typu ciaglego. Istnieja rozklady ktére nie sa
ani ciagle ani dyskretne.

3 Zmienna losowa
Zmienng losowa nazywamy dowolna funkcje X : @ — R taka, ze Vyer{w : X(w) < 2} € F. W przypadku gdy
F =29, dowolna funkcja X : Q — R jest zmienna losowa.

3.1 Definicje podstawowe

Niech dana bedzie przestrzen probabilistyczna (€2, F, P), oraz pewna zmienna losowa X. Wéwczas funkcja Px (A) =
P(X~'(A)) jest miara probabilistyczna, oraz (R, B(R), Px) jest przestrzenia probabilistyczna. Miarg Px nazywamy
prawdopodobienistwem generowanym przez zmienng losowa X.

Majac miare Py odpowiadajaca pewnej zmiennej losowej X mozemy wiec zdefiniowaé pojecie dystrybuanty
zmiennej losowej. Dystrybuanta zmiennej losowej X nazywamy funkcje Fx : R — R dana wzorem':

Fx(t) = Px((~00,1)) = P(X~\(=0,1)) = P(X <1).

3.2 Dyskretna zmienna losowa

Zmienna losowa X nazywamy zmienng typu dyskretnego, gdy istnieje co najwyzej przeliczalny zbiér B € B(R),
taki, ze Px(B) = 1.

3.3 Ciagla zmienna losowa

Zmienng losowa X zmienng typu ciaglego, gdy istnieje gestosé rozkladu prawdopodobienstwa Py .

3.4 Funkcja zmiennej losowej

Jesli X jest zmienng losowa, a g funkcja borelowska, to ztozenie Y = g o X jest réwniez zmienng losowa. Ponadto
zachodzi:

Py(B) = Ppox(B) = P({w: g(X(v)) € B}) = P({w: X(w) € g~ '(B)}) = Px(¢9~!(B))
Ponadto jesli X jest typu ciaglego to mamy:

B = [ fxs
{z:g(x)<y}
Jesli dodatkowo, wiemy ze g jest rézniczkowalna i $cisle rosnaca (¢'(z) # 0), t

B = [ G0 e W

Jo1(=0)
oraz 1
Sr(y) = fx(@ )™ W) = Fx (67 W) =
€) (g7 W)l (v) (g7 ( VVQ\GLASV
3.5 Niezalezne zmienne losowe
Zmienne losowe X, Xs,..., X, sa niezalezne jezeli dla dowolnych zbioréw borelowskich By, B, ..., B, zachodzi:

P(Xi=BiANXo=BoA...ANX, =DB,)=P(X1=B1)P(X2=Bs)--- P(X,, = By)

1Wzér podany jest na kilka sposobéw — stosuje si¢ zamiennie kilka réwnowaznych form zapisu.

5.3 Rozklad brzegowy

Niech X: @ — R? wektor losowy o dystrybuancie F. Wéwczas funkcje Fx(z) = limy_oo F(z,y) oraz Fy(y) =
lim, o F(z,y) sa dystrybuantami rozkladéw na R. Rozklady te Eﬁ%é@dd\ UHNmmoéﬁi

Jesli dodatkowo wektor losowy posiada gestosé f, to funkcje fx(z %ﬁ z,y)dy oraz fy(y %ﬁ z,y)dr sa
gestosciami rozkladéw brzegowych na R.

5.4 Parametry liczbowe

Warto$¢ oczekiwana Jedli X = (X1, X>,...,X,,) jest wektorem losowym, to wektor liczb (EXy, EXo,...,EX,)
nazywamy wartoscig $rednig (oczekiwana) wektora X. Jest ona okreslona jesli wszystkie wartosci oczekiwane EX;
istnieja.

Jedli p: R™ — R funkcja borelowska, oraz X wektor losowy typu ciaglego, to Eo(X) = [g. o(z)f(z)dz.

5.5 Przyklady

Gestosci sumy, iloczynu, ilorazu zmiennych losowych:

1. U=X+Y:ki(u) ?w z,u — x)dz; gdy X, Y -niezalezne: ky(u kﬁ fi(x) fo(u — z)dx
2. U=XY: ki(u) %ﬁ z, % ‘m% gdy X, Y -niezalezne: kq(u) %_w fi(@) fa( V%Q%
3.U= = Jo f(uy, y)lyldy; gdy X,Y-niezaleime: ki(u) = [ f1(uy)f2(y)lyldy

Dwuwymiarowy rozklad normalny ma gesto$¢ dana wzorem:

. _ 1 i 1 (x—m)? (z = p1)(y — po2) €|E
fey) = mﬁfﬁf\gma%ﬁ N 2(1-p?) ﬁ ot o 0102 * ﬁv dia (,y) € &

gdzie: gy = EX, po = EY, 01 = VD?X > 0, 05 = VD?Y > 0, p-wspdlezynnik korelacji zm.los. X 1Y, przy czym
lpl < 1.

6 Zbiezno$é ciagéw zmiennych losowych

1. Zbieznoé¢ z prawdopodobiefstwem 1 (prawie na pewno, prawie wszedzie): P({w : limy,_int Xp(w) X(w)}) = 1.
Oznaczenie: X, ERUEN
()

2. Zbieimoéé¢ wedlug prawdopodobiefistwa: Ves o lim, oo P({w : | Xpn(w) — X (w)| > €}) = 0. Oznaczenie: X,, =227,

(P)
X.

3. Zbieznos¢ wedlug dystrybuant (zbieznos$¢ wzgledem rozkladu, stabo zbiezny) — ciag dystrybuant F, jest zbiezny

do dystrybuanty F' w kazdym punkcie ciaglosci F'. Oznaczenie: X, mv X.
s

Rodzaje zbieznoséci wymienione sa od najsilniejszej do najstabszej. Ze zbieznosci z prawdopodobienstwem 1 wynika
zbieznosé¢ wedlug prawdopodobienstwa, a z niej wynika zbiezno$é wedlug dystrybuant.
Nastepujace warunki sa réwnowazne ze zbieznoscia z prawdopodobienstwem 1:

o Vesolimpoo oo {1 X — X[ <e} =1

o Vesolimy oo UpZy {1 X0 — X[ > €} =0

6.1 Twierdzenie o ciagglodci

Ciag (X,,)n jest zbiezny wedlug rozkladu do X wtedy i tylko wtedy, gdy ciag funkcji charakterystycznych ¢, jest
zbiezny w kazdym punkcie do funkcji ciaglej ¢. Takie ¢ jest funkecja charakterystyczng zmiennej X.
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3.6.4 Inne charakterystyki liczbowe

Zmienna typu dyskretnego

Moment zwykly rzedu r o, = EX" =3, 2ip;

Moment centralny rzedu r p, = E(X —a)" = MUSQGS. —a1)"p;i

Mediana kazda liczba z¢ 5 spelniajaca warunki F(zg5) < 0,5 < lim,_4, , F/(2); MﬁAaPu pi <0,5< Mﬁm?.m i

Kwantyl rzedu p kazda liczba x,,,0 < p < 1 spelniajaca warunki F(z,) < p < limg_.,, F(z); MﬁAsu pi <p <
Muﬁmi pi

Dominanta mg — punkt skokowy xy, rézny od min(z;) i maz(x;), dla ktérego p(x) osiaga maksimum absolutne.

Zmienna typu ciaglego

Moment zwykly rzedu r o, = EX" = [, 2" f(z)d

Moment centralny rzedu r p, = E(X —a1)" = [p(z — )" f(z)dz
Mediana F(zg5) =0,5

Kwantyl rzedu p F(z,) =p

Dominanta mg — odcigta maksimum absolutnego gestosci.

3.7 Funkcja charakterystyczna

Funkcjg charakterystyczng zmiennej losowej X nazywamy funkcje zespolona ¢: R — C dana wzorem ¢(t) =
Ee™ . W przypadku gdy X jest zmienna losowa typu dyskretnego, funkcja charakterystyczna wyraza sie wzorem:

w(t) = MU pre’t
3

W przypadku ciaglej zmiennej losowej X o gestosci f mamy natomiast:

\ e f(z)da
R

‘Wtasnosci funkcji charakterystycznej
1. ¢(0) =1.
2. Viero(t) = o(—t), gdzie p(—t) oznacza liczbe zespolona sprzezona z o(—t).
3. Vier|p(t)| < 1.
4. ¢ jest funkcja jednostajnie ciagla (co w szczegdlnodci oznacza, ze jest ona ciagla).
5. ¢ jest funkcja rzeczywista < rozklad zmiennej losowej X jest symetryczny wzgledem x = 0.
6

. Jesli o x (t) jest funkcja charakterystyczna zmiennej losowej X to, funkcja charakterystyczna zmiennej Y = aX +b
jest funkeja gy (t) = ey x (at).

7. Jezeli istnieje k-ty moment zmiennej losowej X o funkeji charakterystycznej ¢, to ¢ jest k-krotnie rézniczkowalna
i zachodzi zwigzek ap = EX* = Jo"(0)

8. Funkcja charakterystyczna skoniczonej sumy niezaleznych zmiennych losowych réwna sie iloczynowi funkeji cha-
rakterystycznych tych zmiennych.

TW. Niech F bedzie dystrybuanta, zas ¢ funkcja charakterystyczna zmiennej losowej X. Wtedy:
1. Dla a < b takich ze, F jest ciagla (w tych punktach) zachodzi

1 [R g-ita _ o—ith
lim — —————p(t)dt = F(b) - F
P p o(t) (b) = F(a)
2. Jeli ponadto [ [¢(t)]dt < 400, to X ma rozklad typu ciaglego, o gestosci f(z) = = Jp e (t)dt.

‘Whiosek. Funkcja charakterystyczna jednoznacznie wyznacza rozklad zmiennej losowej.
TW. Jedli ¢ jest funkcja charakterystyczna zmiennej losowej X, okresowa o okresie 7' = 27, to X jest zmienna typu
dyskretnego o wartoéciach calkowitych oraz P(X = k) = 5= [ _e~"*p(t)dt, k € Z.

4 Katalog zmiennych losowych

4.1 Dyskretne

Roéwnomierny

® pi= ﬂw

e EX = ﬁ
Jednopunktowy

e P(zg) =1

o EX =z

e Var(X)=0

o p(t) =t

Zero-jedynkowy
e P(1)=p,P(0)=1-p=gq
e EX =p
o Var(X) =pq
e o) =pe +q
Dwumianowy (Bernouliego)

e Oznaczenie: B(n,p), n-liczba  prob,
prawdopodobienistwo sukcesu,

o P(k) = (7)p*q" "
4.2 Ciagte

Jednostajny(réwnomierny)
« J((a,b)), gdzie (

z4a  dlag<z<b

1, b) — przedzial

b—a
e F(z) =40 dlaz <a

1 dlax >0

1
. flz)= {7 dlaa<z<b

0 dla pozostalych =
¢ EX = b2

o Var(X) = A@vam

iat _q

e Dla J((0,a)): ¢(t) =< ur
e Dla .NAA\Q; mvv” ﬁQv _ sinat

at

Wyktadniczy
e Parametr A >0

1l—e™ dlaz>0

F(z) =
¢ Fle) 0 dlaz <0
(@) Ae ™ dlaz >0
o f(z)=
0 dla pozostatych z
o o(t) = i

-

o EX =np

o Var(X) =npq

o o) = (pe +q)"
Poissona

o Oznaczenie: P(\)

e Parametr: A >0

o P(k)=¢ ) dlakeN

e EX =)\

o Var(X) = A

o ot) = et =1)

Geometryczny
e Oznaczenie: Geom(p).
e P(1)=p, P(O)=1-p

e EX =p

Gamma
e Oznaczenie: I'(p, a)

o’ p—1,-az ;
. f2) = EE&@ e dlaz >0
0 dla pozostatych z

gdzie T'(p) = %ooo 2P~ le %dr, n=1,2,3,..., (n)

(n—1)!
. o) = (1)

e Uwaga: I'(1, ) to rozklad wykladniczy.

o Uwaga: T'(2, 1) to tak zwany rozklad x? (chi kwa-

272
drat) z n stopniami swobody.

Beta

e Parametry: p,qg > 0

o f(x) — B(p.a)

0 w P.p.

I'(p)I
B(p,q) = T2EQ

Laplace’a
e Parametr A > 0

o f(z)=2e Ml dlazeR

L_app=1(1 —2)971 z€(0,1)



