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Wstep

Teoria ukladéw dynamicznych — podstawowe pojecia,

rozszerzenia, uog6lnienia i wykorzystanie

Niniejsza praca po$wiecona jest pewnym aspektom teorii uktadéw dynamicznych, w szcze-
gblnosci badaniom stabilnosci uktadéw dynamicznych. Giéwnym zagadnieniem wspo-
mnianej teorii jest modelowanie i badanie proceséw zmieniajacych sie¢ w czasie. Od strony
teoretycznej sprowadza si¢ to do badania ciggu kolejnych iteracji pewnego okre$lonego
odwzorowania lub grupy odwzorowan (mowa wtedy o dyskretnych ukfadach dynamicz-
nych lub ukfadach z czasem dyskretnym) lub do analizy rozwigzan réwnan rézniczkowych
(uktady modelowane przez réwnania rézniczkowe nazywamy cigglymi ukladami dyna-
micznych). Wigkszo$¢ terminéw i czysto teoretycznych wynikéw teorii daje si¢ efektywnie
wykorzystywa¢ w naukach empirycznych. Bardzo powszechne jest na przyktad badanie
ukladéw fizycznych, przyrodniczych, ekonomicznych czy spotecznych wtasnie za pomocy
narzedzi wypracowanych przez teori¢ ukladéw dynamicznych.

Jednym z podstawowych poje¢ w teorii dyskretnych uktadéw dynamicznych sg szcze-
golne klasy punktéw, ktére prezentuja charakterystyczne zachowania w czasie — w szcze-
golnosci mowa tu o punktach stalych i okresowych oraz o dalszych rozszerzeniach tych
klas na punkty, ktére moglibySmy nazwaé ,niemal state” lub ,niemal okresowe”. Punk-
ty stale mozemy kojarzy¢ z pewnymi stanami réwnowagi w ukladzie, punkty okresowe
natomiast z cyklicznymi zmianami uktadu. Bardzo fatwo podac¢ tu konkretne skojarze-
nia z modelowania chociazby proceséw pogodowych, gdzie czgsto mamy do czynienia ze
zjawiskami majacymi charakter okresowy.

PowiedzieliSmy, ze punkty stale mozna kojarzy¢ ze stanem réwnowagi ukladu. Natu-
ralnie rodzg si¢ wiec dalsze pytania. Po pierwsze jak doprowadzi¢ uktad do takiego stanu
rownowagi (co mozne by¢ istotne na przyktad w modelach ekonomicznych czy finanso-
wych) lub odwrotnie —jak wyprowadzi¢ uktad z takiego stanu oraz szerzej —jak zaburzenia
wprowadzane do uktadu wplyng na zachowanie lub zmiane stanu. Na tego typu pytania
staramy sie odpowiadac przy pomocy pojeé stabilnosci i niestabilnosci okreslonych stanéw
ukladu. Sama teoria stabilnosci jest bardzo bogata i wyréznia wiele réznych klasyfikacji
tego jak dany uktad jest stabilny (badz niestabilny). Dochodza do tego dalej zagadnienia z
teorii sterowania, ktéra stara si¢ bada¢ na ile mozliwe jest doprowadzanie danego ukiadu
dynamicznego do oczekiwanego stanu i co nalezy zapewnié aby takie ,sterowanie” byto
mozliwe.

W ostatnich dziesigcioleciach, dzigki rozwojowi metod numerycznych i wigkszej do-
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stepnosci technologii pozwalajgcej wizualizowa¢ modele matematyczne bardzo silnie roz-
winely sie kolejne wazne zagadnienia w ramach teorii ukltadéw dynamicznych. W szcze-
golnosci analiza pewnych ukltadéw zaczeta zdradzacé ich silng czulo$¢ na ewentualne zabu-
rzenia narzuconych warunkéw poczatkowych. Zastosowanie komputeréw do aproksyma-
Gji rozwigzan pewnych réwnan rézniczkowych oraz zwyczajne lenistwo cztowieka, ktory
przepisat o kilka miejsc po przecinku za mato, co spowodowalo wyznaczenie zupetnie
innego rozwigzania niz spodziewaneﬂ doprowadzito do odkrycia niezwykle ciekawej wta-
snosci — czulej wrazliwosci na warunki poczatkowe. Dalsza analiza podobnych systeméw i
badania nad ich wta$ciwo$ciami przyczynity si¢ do sformutowania teorii nazywanej dzisiaj
teorig chaosu. Daje ona narzedzie do badania uktadéw dynamicznych, ktére przejawia-
ja bardzo skomplikowane zachowania (cho¢ czesto samo ich sformulowanie jest proste).
Wbrew potocznemu znaczeniu stowa chaos pokazuje ona jednak zaskakujgce oblicza po-
rzadku i tadu, ktére w takich systemach mozemy odnaleZdﬂ Dalsze badania (nie tylko
matematyczne) nad bardzo skomplikowanymi uktadami doprowadzity dalej do wyréznie-
nia (cho¢ nie do korica formalnego) specjalnej klasy uktadéw zlozonych, ktére zdaja sie
by¢ jeszcze trudniejsze w analizie niz uklady chaotyczne.

Réwnolegle rozwijane i rozbudowane teorie z zakresu probabilistyki i statystyki do-
prowadzily w pewnym momencie do spotkania teorii uktadéw dynamicznych i proceséw
stochastycznych w ramach powstajacej od niedawna teorii stochastycznych uktadéw dyna-
micznych, gdzie skomplikowane wielowymiarowe uklady prébujemy opisywac nie tylko
w terminach geometrii ale réwniez prawdopodobieristwa i tzw. szumu (ang. noise).

Jak pokazuje historia, $cisle matematyczna teoria oparta poczatkowo na podstawowych
pojeciach algebry i analizy matematycznej zostata z sukcesem rozbudowana i zaaplikowa-
na w bardzo wielu dziedzinach nauki i wplyneta na rozwéj innych teorii matematycznych.
Niezaleznie jednak od wielkiej skali i zakresu tej teorii oraz liczbie jej aplikacji i modyfika-
qji, jej piekno lezy wcigz w tych podstawach, ktdre sa relatywnie proste do sformutowania

i czesto bardzo intuicyjne.

Struktura pracy i przyjete zalozenia

Nalezy wyraznie zaznaczy¢ na wstepie, ze w dalszej czeSci pracy po pierwsze koncen-

trujemy sie jedynie na teoretycznych aspektach uktadéw dynamicznych i zakladamy, ze

"Mowa tu o stynnym przypadku Edwarda Lorenza, ktéry zajmowat si¢ modelowaniem proceséw pogodo-
wych w latach '60 XX wieku i odkryt ,przypadkiem” co$ co zostalo p6zniej nazwane atraktorem Lorenza lub

efektem motyla.
?Jednym z przykladéw takiego ,fenomenu” moze by¢ zjawisko opisane przez gléwne twierdzenie niniejszej

pracy. Oto okazuje sie, ze nawet w bardzo skomplikowanej dynamice pojawienie si¢ cho¢ jednego szczegdlnego
punktu stalego lub okresowego moze pocigga¢ za soba, bardzo ,uporzadkowane” zachowania uktadu na

pewnych podzbiorach dziedziny.
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ewentualne (ciekawe) zastosowania praktyczne sa mozliwe i sa przedmiotem odrebnych
badan. Po drugie skupiamy sie tylko na ukfadach dynamicznych dyskretnych — czyli anali-
zujemy ciagi iteracji ustalonych funkgji (z reguly homeomorfizméw lub dyfeomorfizméw).
W dodatku dla zwigkszenia czytelnosci w wigekszosci przypadkéw skupiamy swoja uwage
na odwzorowaniach okre$lonych na plaszczyznie (lub jej podzbiorach).

Omoéwimy teraz pokrétce strukture calej pracy i nakreslimy gtéwna mysl prowadzo-

nych rozwazan.

Preliminaria

Pierwsza czg$¢ pracy stanowi swoiste wprowadzenie w tematyke teorii uktadéw dyna-
micznych. Znalazly sie tam najwazniejsze pojecia podstawowe potrzebne do zrozumienia
dalszych rozdziatéw. W szczeg6lnosci znajdziemy tu definicje i klasyfikacje punktéw sta-
tych i okresowych, bardzo wazng definicje hiperbolicznoéci oraz definicje i opis wtasnosci
zbioréw stabilnych i niestabilnych. Zamieszczono tam réwniez przyklady analizy zbioréw
stabilnych dla konkretnych odwzorowan wraz z wynikami symulacji komputerowych, kt6-
re rzucajg nieco $wiatta na skomplikowang (i w pewnym sensie wcigZz niedostepng pelnemu
zrozumieniu) geometrie tych zbioréw.

Dotozono starani aby rozdzial pierwszy zawieral mozliwie duzo szczegétéw potrzeb-
nych do zrozumienia kolejnych czesci tekstu. Silg rzeczy nie da sie jednak zmiesci¢ w
jednym rozdziale calej teorii podstawowej wraz ze wszystkimi detalami. Bardziej szczego-
fowe omoéwienie tematyki mozna znalez¢é w podrecznikach: [1], [6] i [17].

Pod koniec pierwszego rozdzialu dowodzimy tez relatywnie proste fakty z algebry li-
niowej, ktére jak si¢ okazuje, stanowia liniowa wersje gléwnego, tytutowego twierdzenia
tej pracy. Wyniki te pozwalajag dekomponowaé przestrzeri liniowa, nad ktérg zostato zde-
finiowane odwzorowanie liniowe, na podprzestrzenie (liniowe!) stabilng i niestabilng, na
ktérych odpowiednio punkty oddalaja sie lub zblizaja do zera wraz z iterowaniem odwzo-
rowania. Dokladna analiza przypadku liniowego jest bardzo istotna z dwéch powodéw.
Po pierwsze przeprowadzone dowody sa bardzo elementarne — nie korzystaja z Zadnej
zaawansowanej teorii, a dajg dos¢ istotny wynik. Po drugie otrzymane wyniki motywuja
poszukiwanie podobnych zachowan w $wiecie odwzorowan nieliniowych. Motywacja ta

daje podwaliny pod nastepny, gtéwny rozdziat pracy.

Twierdzenie o rozmaitos$ci stabilnej

Tytutowe twierdzenie o rozmaitosci stabilnej (a wlasciwie twierdzenia o rozmaitosci sta-
bilnej i niestabilnej) stanowi gtéwng treé¢ rozdzialu drugiego. Rozdziat ten jest najwaz-

niejszym rozdzialem pracy i zawiera kompletny dowdéd twierdzenia o lokalnej rozmaitosci
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niestabilnej oraz komentarze na temat twierdzenia o lokalnej rozmaitosci stabilnej i roz-
maito$ciach globalnych.

Tak jak wspomniano celem jest udowodnienie uogdlnionych twierdzen z rozdziatu
pierwszego. Okazuje sig, ze aby to osiggnaé musimy zastosowac spojrzenie lokalne — ana-
lizujemy otoczenia punktéw statych (lub okresowych) a nie tak jak miato to miejsce wcze-
$niej calg przestrzen (pod koniec rozdzialu wspominamy nieco o réwniez o globalnej wers;ji
twierdzenia, jednak nie jest to gléwny przedmiot rozwazan w tej pracy). W tych otwartych
otoczeniach bedziemy poszukiwa¢ takich zbioréw (ktére okazuja sie rozmaitoSciami od-
powiedniego wymiaru — zgodnego z wymiarem podprzestrzeni stabilnych i niestabilnych
z przypadku liniowego, czyli w naszym przypadku na plaszczyznie analizowane zbiory
sg krzywymi) na ktérych zachowanie bedzie analogiczne do przypadku liniowego. Do-
wod ma charakter egzystencjonalny i w duzej mierze bazuje na twierdzeniu Banacha o
punkcie stalym zastosowanym do pewnej przestrzeni krzywych spelniajacych okredlone
warunki (warunki owe wynikaja z samej tredci twierdzenia — chodzi np. o to aby krzy-
wa taka przechodzita przez rozwazany punkt staly i aby jej pochodna byta odpowiednio
ograniczona).

Prezentowany tu dowdd twierdzenia o rozmaitoéci niestabilnej jest lekko zmodyfiko-
wang i dodatkowo skomentowang wersjg dowodu z ksigzki [1]. Ta sama technika moze by¢
stosowana w dowodzeniu twierdzenia dla odwzorowan okreSlonych na przestrzeniach o
wyzszych wymiarach. Poniewaz twierdzenie ma charakter lokalny mozna je réwniez fatwo
uogolni¢ na przypadek odwzorowan okreslonych na rozmaitosciach.

Twierdzenie o rozmaitosci stabilnej jest na tyle cennym i waznym wynikiem, iz docze-
kat si¢ zaré6wno wielu réznych wersji dowodu jak i wielu uogélnieri. W szczegdlnosci w
klasycznej ksigzce [16] udowodniono twierdzenie pod nazwg ,twierdzenie Hadamarda-
Perrona”, ktére jest wersja opisywanego przez nas twierdzenia dla dyfeomorfizméw okre-
Slonych na dowolnych rozmaitosciach (technika dowodu jest jednak istotnie r6zna od pre-
zentowanej w niniejszej pracy). W ksigzce [14] mozna natomiast znalez¢é dowdd twier-
dzenia dla odwzorowarn okre$lonych na dowolnej przestrzeni Banacha. W artykule [7]
zaprezentowano nowe podejscie do problemu w przypadku rozmaitosci dwuwymiaro-
wych (dowdéd tam prezentowany ma charakter SciSle geometryczny i bazuje na zbieznosci
ciggéw tak zwanych stabilnych podrozmaitosci czasu skor’lczonegoﬂ ktére prezentujg wia-
snodci stabilne dla skoriczonej liczby iteracji).

W ksigzce [6] mozna znalez¢ dowdd twierdzenia dla ciggtych uktadéw dynamicznych.
Tam role punktu statego pelni state rozwigzanie réwnania rézniczkowego. Przedmiotem
badan staje si¢ wiec analiza zachowan rozwigzan bliskich ustalonemu rozwigzaniu statemu

— analizujemy wiec podprzestrzenie funkcyjne.

Sang. finite-time stable manifolds.
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Dalsze komentarze i uogélnienia twierdzenia mozna réwniez znalez¢ w ksigzkach [13],
[4], [2]. W ksiazce [5] poza samym dowodem zebrano cenne uwagi historyczne odnoénie
réznych technik dowodzenia tego twierdzenia.

Tak jak wspominaliSmy wcze$niej — jednym z rozwinigé teorii uktadéw dynamicznych
sa tzw. stochastyczne uklady dynamiczne. Istnieje réwniez specjalna wersja twierdzenia
o rozmaito$ci stabilnej dla tych ukltadéw. Mozna o niej przeczyta¢ na przyktad w serii
artykutow: [9]], [10], [11].

Dyfeomorfizmy Morse’a-Smale’a i zbiory hiperboliczne

Trzeci rozdziat pracy ma charakter referatu na temat mozliwych uogdlnieni pojec i twier-
dzer prezentowanych w pierwszych dwéch rozdziatach. Tematy tam prezentowane po-
traktowano opisowo — wiekszo$¢ twierdzen zacytowano bez dowodoéw, ktére w tych przy-
padkach bywaja bardzo skomplikowane technicznie i wykraczajg poza zakres pracy ma-
gisterskiej. Zamiast tego sens wprowadzonych poje¢ opatrzono stosownym komentarzem
i uwagami.

W pierwszej czeéci rozdziatu zajmujemy sie¢ nowymi klasami punktéw, a wiec punkta-
mi rekurencyjnym i taficuchowo-rekurencyjnymi, ktére stanowig kolejne uogélnienia klasy
punktéw okresowych. Badania wiasnosci takich punktéw majg wielkie znacznie praktycz-
ne z racji tego, ze wlasnie takie punkty dajg si¢ (duzo wygodniej niz punkty okreso-
we) bada¢ w ramach analizy numerycznej. Wprowadzenie definicji tych punktéw jest tez
niejako wstepem do nastepnej czesci rozdziatu poswieconej dyfeomorfizmom Morse’a-
Smale’a. Dyfeomorfizmy te, to odwzorowania o szczegdlnej postaci punktéw taricuchowo-
rekurencyjnych i szczeg6lnej postaci rozmaitosci stabilnych. Jedng z ich ciekawszych wta-
snoéci (na odpowiednich przestrzeniach) jest wlasnosé stabilnoéci strukturalne;.

Uktad, ktory jest stabilny strukturalnie, to taki uklad, ktéry przy niewielkich zaburze-
niaclﬂ samego ukladu, posiada dokladnie te same wlasnoéci dynamiczne. Jest to kolejna
bardzo pozadana wlasnoé¢ z uwagi na symulacje numeryczne i wszelkie zastosowania em-
piryczne, gdzie prowadzone pomiary i obserwacje zawsze obarczone s3 pewnym btedem.

W ostatniej czesci rozdzialu méwimy natomiast o zbiorach hiperbolicznych, ktére
uogolniajg pojecia punktéw hiperbolicznych znanych z rozdziatu pierwszego pracy. Po-
jecie to pozwala poda¢ bardzo ogélng wersje twierdzenia o rozmaitosci stabilnej i niesta-
bilnej wilasnie dla tych zbioréw, ktérych elementami nie muszg by¢ juz tylko punkty state
lub okresowe. Okazuje si¢ wiec, ze bardzo ciekawa wlasnosé szczegdlnego porzadku w
okolicach punktéw statych, pojawia sie réwniez w wielu innych przypadkach punktéw o
specyficznych wlasnosciach.

Na samym koricu rozdziatu trzeciego wspominamy jeszcze o ogdlniejszej niz dyfe-

*Przez zaburzenie uktadu rozumiemy niewielkg modyfikacje funkcji opisujacej uktad.
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omorfizmy Morse’a-Smale’a klasie odwzorowar, a mianowicie o dyfeomorfizmach spel-
niajagcych Aksjomat A (definicja tych odwzorowarn wywodzi sie¢ réwniez od Smale’a). Sa
to odwzorowania, ktérych zbiory punktéw taficuchowo-rekurencyjncych sg jednoczesnie
hiperboliczne. Odwzorowaia i uktady dynamiczne z tej rodziny sg obecnie tematem wielu
badan.




ROZDZIAL 1

Preliminaria

Informacje przygotowawcze zebrane w tym rozdziale zostaly opracowane na bazie pod-
recznikéw: [8], [15], [3], [12] i [1]. Przyjmuje si¢, ze symbol wytluszczonego zera: 0 oznacza
poczatek uktadu wspétrzednych przestrzeni R™ dla pewnego n € N zaleznego od kontek-
stu. Symbol R" rozumiemy jako przestrzern unormowang, z normg euklidesowa. Norme

wektora z € R" oznaczamy przez |z|.

1.1. Preliminaria z topologii

Definicja 1.1 (odwzorowanie zwezajace). Niech (X, d) bedzie przestrzenig metryczng oraz
F: X — X pewnym odwzorowaniem. Méwimy, ze F' jest zwezajace, jesli istnieje stata
c < 1 taka, ze

d(F(z), F(y)) < ¢-d(z,y)

dla dowolnych z,y € X.

Definicja 1.2 (przestrzenn zupelna). Przestrzernn metryczna X jest zupelna, jesli kazdy ciag

Cauchy’ego zawarty w tej przestrzeni jest w niej zbiezny.
Przyklad 1.3. Przestrzeri R" jest przestrzenia zupeina.

Twierdzenie 1.4 (Banacha o punkcie statym). Niech X przestrzen zupetna oraz F': X — X

odwzorowanie zwezajgce. Istnieje wtedy doktadnie jeden punkt xo € X taki, Ze
F(xo) = xo.
Co wigcej dla dowolnego x € X mamy F"(x) — x¢ przy n — oo.

Definicja 1.5 (zbior zwarty). Niech X przestrzeri metryczna. Zbiér U C X nazywamy
zwartym wtedy i tylko wtedy, gdy z dowolnego ciggu zwaratego w U mozna wybraé

podciag zbiezny w zbiorze U.

1.2. Preliminaria z analizy matematycznej i algebry liniowej

Definicja 1.6 (krzywa i jej obraz). Dowolna funkcje ciagla c: [a, b] — R" nazywamy krzywa
w przestrzeni R". Zbiér ¢* = c([a,b]) = {# € R" : ¢(t) = = dla pewnego t € [a,b]}

nazywamy obrazem krzywej c.



Rozdziat 1. Preliminaria

W literaturze czesto spotyka si¢ rowniez utozsamienie pojecia krzywej z tym co my
nazywamy tu obrazem krzywej. Sama funkcje, ktérqg my nazywamy krzywa, nazywa sie

wowczas parametryzacjg krzywej.

Definicja 1.7 (krzywa regularna). Krzywa c: [a,b] — R" klasy C™, gdzie m > 0 nazywamy
regularng jesli ¢/(¢t) # 0 dla ¢ € (a,b).

Twierdzenie 1.8 (Lagrange’a o wartoéci Sredniej). Niech F': R — R bedzie funkcjg ciggly w
przedziale [a,b] i rozniczkowalng w (a,b). Wtedy istnieje ¢ € (a,b) takie, Ze:

F(b) - F(a)

— = F'(c).

Whniosek 1.9. Niech /: [0, 1] — R? dowolna krzywa klasy C" taczaca punkty postaci (o, ),
(x1,y). Wtedy istnieje punkt na krzywej [ w ktérym wektor styczny jest postaci (c, 0).

Dowéd. Niech ! = (I1,12), gdzie [;: [0,1] — R. Stosujemy twierdzenie Lagrange’a do funkgji
ly i otrzymujemy ¢ € (0, 1) takie, ze I5(t) = 0. Stad I'(t) = (, 0). O

Whniosek 1.10. Niech /: [0,1] — R? bedzie pewng krzywa klasy C', ktéra taczy punkty

(z0,y0) i (x4, y)) takie, ze |yy —yo| > 3|zl — zo|. Wtedy istnieje punkt na krzywej | w

1

ktérym wektor styczny ma nachylenie wigksze niz 3.

Dowéd. Przypadek ten mozna sprowadzi¢ do tego z poprzedniego wniosku, przez od-

powiedni obrét ukladu wspétrzednych, tak aby yo = yj. W otrzymanym w ten sposéb
lyo—vo
:sg—zo 4

punkcie nachylenie w starym ukladzie wspéirzednych jest réwne dokladnie czyli

z zalozenia jest wigksze niz 1. O
Ponizsze elementarne fakty z algebry liniowej beda czesto wykorzystywane w dowo-
dach prezentowanych dalej. Zostaly one zaczerpnigte z ksigzki [1]. Wigcej szczegétow i

dowody mozna znalez¢ réwniez w [12]].

Fakt 1.11. Niech A bedzie macierzq rzeczywistq 3 x 3. Wtedy istnieje odwracalna macierz rzeczy-

wista G taka, ze G™LAG jest w jednej z postaci:

a —06 0 A0 O A e 0 A e 0
|3 o 0], ii) |0 p Of, iii) |0 X 0f, iv) [0 X e,
0 0 A 0 0 n 0 0 u 0 0 X
gdzie (3,¢ # 0.

Whniosek 1.12. Niech A bedzie macierza rzeczywistg 2 x 2. Wtedy istnieje odwracalna

macierz rzeczywista G taka, ze G~ AG jest w jednej z postaci:
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. |l =B o |A € . |A O
i) {5 a]’ ii) [0 )\], iii) [0 u]/

gdzie 3, # 0.

Fakt 1.13. Niech A bedzie macierzq rzeczywistq postaci:

N

I
e R
S > =
> = O

Wtedy dla dowolnego ¢ # 0 istnieje macierz nieosobliwa S taka, Ze:

o

A
SoAoS™'= |0
0

S > M
> M

Szkic dowodu. Ustalmy ¢ # 0. Za macierz S wystarczy przyjac:

e 00
S=10 ¢ 0f.
0 0 1

1.3. Preliminaria z ukladé6w dynamicznych

1.3.1. Punkty stale, okresowe, rekurencyjne, faiicuchowo-rekurencyjne

Jak wspomniano juz we wstepie, jednym z zasadniczych probleméw w teorii uktadéw dy-
namicznych sg badania dotyczace punktéw statych i okresowych odwzorowan opisujacych

uklad. Zaczniemy wigc od dwdéch podstawowych definigji tych klas punktéw.

Definicja 1.14 (punkt staty). Niech F': U — V, gdzie U,V dowolne zbiory. Kazdy element
p e UNYV taki, ze F(p) = p nazywamy punktem stalym odwzorowania F.

Definicja 1.15 (punkt okresowy i orbita okresowa). Niech F': U — V, gdzie U,V dowolne
zbiory. Kazdy punkt p € U NV taki, ze w ciagu po := p, pn+1 = F(pn) dla pewnego n > 0
mamy p, = p, nazywamy punktem okresowym odwzorowania F'. Najmniejszg liczbe n > 0
taka, ze p, = p nazywamy okresem punktu p. Zbiér {po, p1,...,pn—1} Nazywamy orbitg

okresowg punktu p.

Uwaga 1.16. Zauwazmy, ze kazdy punkt staly jest tez punktem okresowym o okresie

réwnym 1.
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W dalszej czesci tego rozdzialu oraz w rozdziale drugim skupimy sie na zagadnieniach
dotyczacych punktéw statych. Wiekszos¢ wynikéw (jesli nie wszystkie) mozna dos¢ prosto
uogolni¢ na przypadek punktéw okresowych. W rozdziale trzecim natomiast podamy
definicje i kilka wtasnosci dwéch kolejnych klas punktéw — punktéw rekurencyjnych i

taficuchowo-rekurencyjnych, ktére stanowia kolejne uogélnienia klas prezentowanych tutaj.

1.3.2. Sprzezenie topologiczne

Waznym narzedziem w badaniu uktadéw dynamicznych jest sprzezenie topologiczn Po-
nizej prezentujemy bardzo ogé6lng wersje definicji. W dalszych czeSciach pracy bedziemy
korzysta¢ z tego pojecia jedynie w kontekscie odwzorowan zdefiniowanych na przestrze-

niach R".

Definicja 1.17 (sprzezenie topologiczne). Niech X,Y pewne przestrzenie topologiczne
oraz F': X — X, G: Y — Y dowolne odwzorowania. Méwimy, ze F jest topologicznie
sprzezone z G jesli istnieje homeomorfizm h: Y — X taki, ze Foh = hoG. Piszemy wtedy

w skrécie F' ~j, G lub po prostu F' ~ G.
Uwaga 1.18. Oczywiscie sprzezenie topologiczne jest relacja réwnowazno$ci.

Okazuje sie, ze odwzorowania, ktére sa topologicznie sprzezone, sg ,identyczne” w
sensie dynamiki. W szczegdlnoéci zaréwno punkty stale jak i punkty okresowe G sg

przeksztalcane przez h odpowiednio na punkty state i okresowe F'.

1.3.3. Hiperbolicznos¢

Pojecie hiperbolicznosci jest jednym z centralnych poje¢ tej pracy. Dalsze rozwazania
bedziemy ogranicza¢ tylko do tak zwanych hiperbolicznych punktéw statych. Okazuje
sie, ze przy zalozeniu hiperboliczno$ci mozna bardzo wiele powiedzie¢ o specyficznych

geometrycznych wlasnosciach odwzorowan.

Definicja 1.19 (hiperboliczne odwzorowanie liniowe). Odwracalne odwzorowanie liniowe

nazywamy hiperbolicznym, jesli nie ma ono wartoéci wlasnych o module réwnym 1.

Definicja 1.20 (hiperboliczny punkt staly). Niech V' otwarte otoczenie punku p € R"
oraz I': V — R" dyfeomorfizm odwzorowujacy otoczenie V na jego obraz. Punkt p
nazywamy hiperbolicznym punktem stalym odwzorowania F' je$li F'(p) = p oraz DF(p)

jest hiperbolicznym odwzorowaniem liniowym

Uwaga 1.21. Pojecie hiperbolicznosci daje si¢ rozszerzy¢ na inne klasy punktéw. Na przy-
ktad bardzo fatwo poda¢ definicje hiperbolicznego punktu okresowego (lub raczej hiper-

bolicznej orbity okresowej). Okazuje si¢ bowiem, Ze jesli p jest punktem okresowym oraz

!Czasem spotyka sie réwniez termin topologiczna réwnowaznosc.
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DF(p) jest hiperbolicznym odwzorowaniem liniowym, to réwniez rézniczka kolejnych
iteracji jest odwzorowaniem hiperbolicznym. Tak jak juz wspomniano wczeéniej, wraz z
pojeciem hiperbolicznosci, da si¢ uogélni¢ réwniez prezentowane tu wyniki na szersze

klasy punktéw.

Wyréznia¢ bedziemy trzy rodzaje hiperbolicznych punktéw statych: punkty przycigga-
jace, odpychajace i siodtowe. Mimo, iz definicje tych klas punktéw beda czysto analityczne
(odwotujace sie do wlasnosci pochodnej) pokazemy, ze uzyte nazwy trafnie oddajq lokalng
dynamike odwzorowania w otoczeniu tych punktéw.

I tak oto wszystkie punkty z otoczenia punktu przyciagajacego beda, wraz z iterowa-
niem odwzorowania, przyciggane do punktu stalego. Analogicznie, w przypadku punktu
odpychajacego, jego otoczenie bedzie odpychane przy iterowaniu odwzorowania. Punkty
siodlowe beda natomiast sytuacja ,posredniag”, ktéra ostatecznie okaze sie dla nas najbar-

dziej interesujaca.

Definicja 1.22. Niech p € R" bedzie hiperbolicznym punktem stalym odwzorowania

rézniczkowalnego F': R" — R". Méwimy, Ze punkt p jest:

o przyciggajgcym punktem stalym (zlewem, Sciekiem), jeSli wszystkie wartoSci wiasne

DF(p) sa co do modutu mniejsze od 1,

e odpychajgcym punktem stalym (Zrédlem), jesli wszystkie wartosci wlasne DF(p) sa co

do modulu wieksze od 1,

e punktem siodlowym (siodlem) w pozostatych przypadkach, to znaczy, gdy istnieje
przynajmniej jedna warto$¢ wlasna DF'(p), ktéra jest wieksza co do modutu od 1

oraz przynajmniej jedna, ktdra jest mniejsza od 1.

1.3.4. Podprzestrzenie stabilne odwzorowan liniowych

W tym punkcie pokrétce przeanalizujemy zachowanie odwzorowan liniowych w sytu-
acji, gdy zero jest hiperbolicznym punktem stalym. Ponizsze dwa twierdzenia rozwigzujg

problem w przypadku punktu odpychajacego i przyciggajacego.

Twierdzenie 1.23. Niech L: R" — R" bedzie odwzorowaniem liniowym. Jesli wszystkie wartosci
wlasne odwzorowania L sq mniejsze co do modutu od 1, to L™(x) — 0 przy n — oo dla dowolnego
xz € R"™

Dowéd. Udowodnimy twierdzenie w przypadku odwzorowan okre§lonych na R? i wyko-
rzystamy do tego twierdzenie Banacha o punkcie staltym (twierdzenie . Sprawdzimy, ze
L jest odwzorowaniem zwezajacym, to znaczy, ze istnieje v < 1 takie, ze |L(z)| < v |z|. Ko-

rzystamy z faktu Rozwazymy tylko przypadek gdy macierz odwzorowania L mozna
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sprowadzi¢ do postaci iv) z tego faktu. Pozostale przypadki mozna wyliczy¢ analogicznie.

Dla ustalonego = € R* mamy:
|L(£L‘)|2 = )\2(x% + x% + l‘%) + 52(30% + x%) + 2 e(x129 + T273)

< (A2 + &%) (@2 + 23 + 23) + 2 | Ne| (|z122| + |zoz3] + |212:3])
<A+ % +4|he]) |z)?.

Korzystamy przy tym z nieréwnosci |zy| < z2 + y%. Przyjmujemy v = /A2 + 4 [Xe] + €2
Poniewaz A jest wartoSciag wiasng macierzy odwzorowania L, jest z zalozenia mniejsza
co modutu niz 1. Co wiecej wiadomo (por fakt [I.13), ze ¢ moze by¢ dowolnie mate. W
szczegblnosci moze by¢ takie, ze v < 1.

Z twierdzenia mamy wiec, ze dla dowolnego » € R® zachodzi L"(x) — 0 przy

n — 00. O

Twierdzenie 1.24. Niech L: R" — R" bedzie odwracalnym odwzorowaniem liniowym. Jesli
wszystkie wartosci wlasne odwzorowania L sq wigksze co do modutu od 1, to L™(x) — 0 przy

n — —oo dla dowolnego x € R".

Dowdd. Twierdzenie jest wnioskiem z poprzedniego twierdzenia. Rozwazmy bowiem od-
wzorowanie L~1. W oczywisty sposéb wszystkie wartosci wtasne L~! majg z zalozenia
modut mniejszy od 1 a co za tym idzie, dla dowolnego » € R” mamy (L~1)"(z) — 0 przy

n — oo. Czyli doktadnie L™ (z) — 0 przy n — —oc. O

Aby uprosci¢ sformutowanie twierdzenia w przypadku punktu siodfowego ograniczmy

sie do konkretnego przypadku w przestrzeni R>.

Twierdzenie 1.25. Zalozmy, ze L: R3 — R3 jest odwracalnym odwzorowaniem liniowym, a
liczby A1, X2, Az sq wszystkimi jego wartosciami wlasnymi. Niech |A\i| < 1, |A2| < 1, [A3] > 1.

Wtedy istnieje ptaszczyzna W* oraz prosta W takie, ze:
1. jesli x € W*#, to L(x) € W* oraz L™(z) — 0 przy n — oo,
2. jesli x € W, to L(z) € W* oraz L"(x) — O przy n — —oo,
3. jesli x ¢ WS UWY, to |L"(x)| — oo przy n — +oo.

Szkic dowodu. Dla uproszczenia zalézmy, ze odwzorowanie L ma trzy rézne, rzeczywiste
wartoS$ci wlasneﬂ Istniejg wtedy liniowo niezalezne wektory v, v2, v3 spetniajace Lv; = A\;v;.
Przyjmijmy W* = {av; + fuvs : «, 3 € R} oraz W* = {yv3 : v € R}. W oczywisty sposéb

spelniony jest punkt 1, jesli bowiem x € W¥, to:

|L"x| = |L"(awv1 + Bua)| = |aATvr + BA5va| — 0,

2Ogoblny przypadek mozna udowodni¢ podobnie, korzystajac z faktu
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bo [A1| < 11i |A2| < 1. Punkt 2 mozna udowodnié¢ podobnie do twierdzenia poprzedniego
- rozwazajac odwrotno$¢ odwzorowania L na przestrzeni W*. Zalézmy teraz, ze x ¢

WeUW™. Wtedy istnieja stale «, 3,7 € R takie, ze a®+ 3% > 0, v # 0 oraz x = av; +[Bva+yv3

i mamy:
|L"z| = |[L"(av1 + Pug + qv3)| = |[aATv1 + BAGva + yASv3| =
. Al n )\2 n
Mg la () v+ B () va+yus| — o0
A3 A3
O
Uwaga 1.26. 1. Oczywiécie podobne twierdzenia mozna formutowaé réwniez dla in-

nych przypadkéw - gdy na przykiad tylko jedna z wartosci wlasnych ma modut

mniejszy niz jeden.

2. Jesli L: R" — R" jest odwzorowaniem liniowym, ktérego niektére wartosci wlasne sg
co do modutu mniejsze od 1 a pozostate sa wigksze od 1, réwniez istnieja zbiory W?*
i W*, ktore sa pewnymi podprzestrzeniami liniowymi R". Wymiary tych przestrzeni
s rowne odpowiednio liczbie wartoéci wlasnych o module mniejszym i wigkszym

od jednosci.

Po udowodnieniu powyzszych twierdzeni sens podanej nizej definicji jest oczywisty.
Wspominane w tre$ciach twierdzen zbiory W* i W* nazywac bedziemy podprzestrzeniami

stabilng i niestabilng.

Definicja 1.27 (podprzestrzen stabilna i niestabilna). Niech L: R"™ — R" bedzie odwzoro-

waniem liniowym. Zbiory W* i W* spetniajgce warunki:
1. jesli x € W%, to L(x) € W* oraz L"(x) — 0 przy n — oo;
2. jesli x € W*, to L(xz) € W" oraz L™(x) — 0 przy n — —oo;
3. jesli x ¢ WU WY, to |L"™(x)| — oo przy n — £oo;

nazywamy odpowiednio podprzestrzenig niestabilng i stabilng odwzorowania L.

1.3.5. Zbiory stabilne

W tym punkcie uogélnimy pojecia podprzestrzeni stabilnych i niestabilnych na przypadek
dowolnych odwzorowan klasy C". Oczywiscie, gdy rozwazamy dowolne odwzorowania
rézniczkowalne, to zbiory o ktérych bedziemy méwic¢ z reguly nie bedg podprzestrzeniami

liniowymi. Ich wiasnosci i znaczenie beda jednak analogiczne jak w przypadku liniowym.
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Definicja 1.28 (lokalny i globalny zbiér stabilny). Niech p € R" oraz F': R" — R".
Najwiekszy (w sensie relacji zawierania) zbiér W*(F,p), taki, ze dla dowolnego = €
W*(F,p) zachodzi F"(x) — p przy n — oo nazywamy globalnym zbiorem stabilnym
odwzorowania F' w punkcie p.

Niech U bedzie otwartym otoczeniem punktu p. Podzbiér zbioru U sktadajgcyh sie z
takich punktéw z, ze F™(z) € U dla dowolnego n > 0 oraz F"(xz) — p przy n — oo
nazywamy lokalnym zbiorem stabilnym odwzorowania F' w punkcie p i otoczeniu U i

oznaczamy W (F,p,U).

Uwaga 1.29. W oczywisty sposéb, dla dowolnego punktu statego p, globalny zbiér stabilny
W#(F,p) oraz dowolny lokalny zbiér stabilny W} .(F,p,U) sa niepuste. Zawierajg bowiem
punkt p.

Korzystajac z definicji zbioréw stabilnych, mozemy sformulowac¢ definicje zbiorow

niestabilnych.

Definicja 1.30 (lokalny i globalny zbiér niestabilny). Niech p € R", F: R" — R" be-
dzie homeomorfizmem oraz U bedzie pewnym otwartym otoczeniem p. Wtedy zbior
WY(F,p) := W*(F~! p) nazywamy globalnym zbiorem niestabilnym odwzorowania F' w
punkcie p, natomiast zbiér W, (F,p,U) := Wi (F~1,p,U) lokalnym zbiorem niestabilnym

odwzorowania /' w punkcie p i otoczeniu U.

Uwaga 1.31. Definicje zbioru niestabilnego mozna rozszerzy¢ na przypadek odwzorowan,
ktére nie s3 odwracalne. W tym celu mozna na przykitad postuzy¢ sie pojeciem historii
punktu p. Otéz historia punktu p nazywamy dowolny zbiér {p_, : n € N} taki, ze
F(pn—1) = pn oraz py = p. Dysponujac tym pojeciem mozemy powiedzieé, ze globalny
zbidr niestabilny, to zbiér takich punktéw, ktére majg pewng histori¢ zbiezng do punktu
w ktérym badamy niestabilno$¢. Innymi stowy zbiér niestabilny punktu p to zbiér takich
punktéw z posiadajacych historie {...,x_9, 21,2} taka, ze lim, .o z_, = p. Oczywiscie
podejscie takie niesie ze soba pewne trudnosci techniczne. Dla zachowania jasnosci i
czytelnosci nie bedziemy dalej korzysta¢ z tego uogélnienie. Wiecej na ten temat mozna

znalez¢ na przyktad w ksigzce [14].

PrzejdZzmy teraz do zbadania otoczenia punktu statego hiperbolicznego. Jak pokazuja
nastepujace twierdzenia, globalny zbiér stabilny punktu przyciggajagcego zawiera z pew-
noécig pewne otwarte otoczenie tego punktu. Podobnie globalny zbidr niestabilny punktu
odpychajacego zawiera pewne otwarte otoczenie tego punktu. Oba te przypadki okazuja
sie relatywnie proste do sprawdzenia, jednak sg bardzo istotne gdyz stanowig uogdlnie-
nie (w lokalnej formie) odpowiednich faktéw dla odwzorowan liniowych i podprzestrzeni
stabilnych i niestabilnych (w przypadku gdy odpowiednio wszystkie wartosci wiasne sg

wieksze lub mniejsze co do modutu od jednosci).
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Twierdzenie 1.32. Zal6zmy, ze p jest punktem statym przyciggajgcym odwzorowania F: R? —

R?. Istnieje wtedy otwarte otoczenie U punktu p, takie, ze Wi (F,p,U) = U.

Dowdd. Bez utraty ogélnosci mozna zalozy¢, ze p = 0 (ogdlny przypadek otrzymamy
skfadajac F' z odpowiednim przesunieciem). Mozemy réwniez zalozy¢, ze DF(0) jest w
jednej z ponizszych postaci (por. fakt [I.11):

A 0
e DF(0) = , gdzie |A], |p| < 1,
0 u
A el | -
e DF(0) = 0 2l gdzie € > 0 jest odpowiednio mate oraz |A| < 1,

e DF(0) = ; - , gdzie o2 + 5% < 1.
(6

Niezaleznie od przypadku, tatwo sprawdzié, ze jesli v € R*\{0}, to |[DF(0)v| < |v|.
Poniewaz DF' zmienia si¢ w sposéb ciggly, to istnieje otwarte otoczenie zera U, w ktérym
powyzsza nieréwnosc jest spetniona.

Niech ¢ > 0 bedzie takie, ze jesli |p| < J, to p € U. Niech p bedzie ustalonym punktem
spelniajgcym |p| < § i p # 0 oraz niech v bedzie odcinkiem gczacym 0 i p, danym wzorem
v(t) =t - p, gdzie t € [0,1]. Mamy wéwczas F(v(0)) = 0, F(y(1)) = F(p), v(t) € U dla
dowolnego ¢ € [0,1] i 7/(¢) # 0. Stad:

[ ony 0
< [ |z oy ]
= [ Ipramp o]
< ["Hwld=p

[F(p)| =

Wiemy, ze ciag {|F"(p)|} jest malejacym i ograniczonym ciggiem liczb rzeczywistych,
wiec jest zbiezny. Niech € > 0 oznacza granice tego ciggu. Przypusémy, ze € > 0. Poniewaz
dla kazdego n mamy F"(p) € {z € R? : |z| < |p|}, wigc ze zwartosci kuli domknietej
na plaszczyznie, z ciggu {F"(p)} mozna wybra¢ podciag {F"*(p)} zbiezny do pewnego
o € R?. Wiemy, ze lim |F™(p)| = |a| = ¢. Z cigglosci F mamy z kolei lim F/(F™(p)) = F(a),
czyli lim [F™ V1 (p)| = |F(a)| < |a| = ¢, co jest w sprzecznoéci z lim |[F™(p)| = e. Mamy
wiec F"(p) — 0. O

Twierdzenie 1.33. Zalézmy, Ze p jest punktem statym odpychajgcym odwracalnego odwzorowania

F: R" — R". Istnieje wtedy otwarte otoczenie V punktu p, takie, ze W} (F,p,V) = V.
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Szkic dowodu. Powyzsze twierdzenie jest prostg konsekwencja poprzedniego twierdzenia i
wzoru na norme rézniczki odwzorowania odwrotnego. Niech G = F~ 1. Latwo sprawdzic,
ze G spelnia zalozenia poprzedniego twierdzenia wobec czego istnieje otarty zbiér V
zawierajacy p taki, ze dla kazdego x € V mamy G"(x) — p przy n — oo co jest rOwnowazne

F™(z) — p przy n — —oo. O

Zanim przejdziemy do rozwazenia sytuacji punktéw siodfowych i zaprezentowania
uogoélnienia twierdzenia ktére okazuje sie¢ duzo bardziej skomplikowane i stanowi
tre$¢ nastepnego rozdziatu (i gtéwny temat tej pracy) przeanalizujemy kilka przyktadéw
odwzorowan i ich zbioréw stabilnych. We wszystkich prezentowanych przypadkach po-
czatek ukladu wspoélrzednych bedzie przyciaggajagcym punktem stalym. Zbiory W*(0) w
kazdym przypadku bedg jednak posiada¢ inne wtasnosci geometryczne. Do przedstawia-
nia graficznego tych zbioréw wykorzystano prosty program komputerowy, wobec czego

nalezy liczy¢ si¢ z naturalnymi btedami zaokragleni.

Przyklad 1.34. Niech F;: R? — R? dane bedzie wzorem Fi(z,y) = (22,y?). Oczywiscie

F1(0) = 0. Ponadto:
2z 0
DF\(z,y) = ,
0 2y

czyli DF;(0) jest macierza zerowa, ma wiec tylko jedng warto$¢ wlasng réwng zero.
Poczatek uktadu wspoéirzednych jest wiec punktem stalym przyciggajacym. Latwo réwniez
napisaé wzor ogdlny na kolejne iteracji Fy. Ustalmy n € N. Wtedy FJ'(z,y) = (227, y*").
Aby wiec zbadaé, ktére punkty zbiegaja do zera przy n — oo wystarczy zbadaé kiedy ciag
2" zbiega do zera. Latwo sprawdzi¢, ze dzieje sie to dla |z| < 1. Zbiorem stabilnym zera

jest wiec otwarty kwadrat {(z,y) : |z|, |y| < 1}.

Przyklad 1.35. Niech teraz F, dane bedzie nieco bardziej skomplikowanym wzorem:

1 1 1
Fy(z,y) = (2372 + iy —cosz + cosy, 2zy + 3 sin acy) .

Podobnie jak poprzednio F5(0) = 0. R6zniczka ma postac:

r+sinz L _siny
DF(x,y) = ( ’ ) :

2y + %y coszy 2x+ %x cos Y

1
DF»(0) = (8 (2)) :

Macierz ta podobnie jak poprzednio ma dwukrotng warto$¢ wtasng réwna zero. Okazuje

Stad:

sie jednak, ze w odréznieniu od poprzedniego przypadku zbiér stabilny ma znacznie
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bardziej skompilowang strukture. Jego wizualizacj przedstawiono na rysunku Cho¢
nie podajemy tu formalnego dowodu, przeprowadzone symulacje sugerujg, Ze brzeg tego

zbioru jest fraktalem (czyli zbiorem o niecatkowitym wymiarze).

Rysunek 1.1. Zbiér stabilny odwzorowania F, w punkcie 0.

Przyklad 1.36. Niech teraz F3 dane bedzie wzorem:

1 3 1
Fs(x,y) = <5x2 + 2y + 0 sin xy, Ex +ay — cos? = + cos y> .

Podobnie jak w obu poprzednich przykladach F3(0) = 0. R6zniczka ma tym razem postac:

2 3 3

£T + 5y COSTY 24 =tz coszy
DFQ,(ZE,y) — . 5 10 . 10 '
Z+y—|—2cosxsmx T —siny

*Do wizualizacji zbioréw postuzono sie programem komputerowym napisanym w $rodowisku Processing
(www.processing.org). Obrazy w wiekszej rozdzielczosci oraz kod programu dostepne sg na stronie autora:

www.hope.art.pl/stable/|
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Stad:

0 2
—)

Macierz ta ma dwie warto$ci wlasne A\; o = :l:i. Przedstawiona na rysunku wizualizacja
zbioru stabilnego sugeruje, ze posiada on jeszcze bardziej skomplikowang strukture niz w
poprzednim przyktadzie. W szczegdlnosci (na tyle, na ile da si¢ to odczyta¢ z rysunku)

jest on niespdjny.

Rysunek 1.2. Zbiér stabilny odwzorowania F3 w punkcie 0.

Z powyzszych przyktadéw widaé¢ wiec, ze zbiory stabilne moga przyjmowaé bardzo
rézne postaci. Od geometrycznie prostych figur takich jak kwadrat, do niespéjnych zbioréw

fraktalnych o bardzo skomplikowanej geometrii.
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ROZDZIAL 2

Twierdzenie o rozmaitosci stabilnej i niestabilnej

Pod koniec poprzedniego rozdziatu sformutowano twierdzenia opisujace zachowanie sie
punktéw z bliskiego otoczenia punktéw stalych przyciggajacych i odpychajacych. Celem
tego rozdziatu jest opisanie sytuacji punktéw siodtowych. Bedziemy starali sie¢ w pewnym
sensie uogolni¢ twierdzenia podane dla odwzorowarn liniowych, méwigce o podprzestrze-
niach liniowych stabilnej i niestabilnej. Okazuje sig, ze przypadku ogélnym, gdy patrzymy
na odwzorowania w spos6b lokalny, role podprzestrzeni liniowych przyjmuja rozmaitosci.
Ich wymiar zgodny jest z wymiarem podprzestrzeni stabilnej i niestabilnej rézniczki tego
odwzorowania w badanym punkcie. W pierwszej czesci tego rozdzialu podamy i udo-
wodnimy twierdzenie o lokalnej rozmaito$ci niestabilnej dla odwzorowan okreslonych na
plaszczyznie. W dalszej czesci rozdzialu oméwimy pokrétce twierdzenie o lokalnej roz-
maitosci stabilnej oraz pojecia globalnych rozmaitoéci stabilnej i niestabilnej. Pokazemy tez

przyklady kilku odwzorowan i ich rozmaitosci stabilnych i niestabilnych.

2.1. Twierdzenie o lokalnej rozmaitoSci niestabilnej

Twierdzenie 2.1 (o lokalnej rozmaitoéci niestabilnej). Niech F: R? — R? bedzie dyfeomorfi-
zmem klasy C™, m > 0 oraz p € R? bedzie punktem stalym siodtowym odwzorowania F. Istnieje

wéwczas € > 0 oraz krzywa y: (—¢,e) — R? taka, ze:
L v(0) =p,
2. obraz 7y jest niezmienniczy wzgledem F~1,
3. F™"(v(t)) — p przy n — —oo, dla dowolnego t € (—¢,¢),
4. jesli |F~"™(q) — p| < € dla wszystkich n > 0, to istnieje t € (—¢,¢) takie, Ze v(t) = q.

Krzywq ~ nazywamy lokalng rozmaitoscig niestabilng w punkcie p. Krzywa ta jest wyznaczona

jednoznacznie z doktadnoscig do wyboru e.

Uwaga 2.2. W wymiarach wyzszych niz 2, krzywa ~ nalezy zastapi¢ przez powierzchnie
sparametryzowang w okolicy p przez odwzorowanie ¢: U — R", gdzie U jest otwartym
podzbiorem R*, a k oznacza liczbe wartoéci wtasnych DF(p) wigkszych co do modutu
od 1.
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Rozdziat 2. Twierdzenie o rozmaitosci stabilnej i niestabilnej

Zanim przejdziemy do dowodu twierdzenia oméwimy pokrétce sama jego tresé. Otéz
twierdzenie méwi o tym, Ze w otoczeniu punktu siodtowego p da si¢ jednoznacznie (z do-
ktadnoscig do wyboru €) wyznaczy¢ krzywa przechodzaca przez punkt p, taka, ze wszyst-
kie punkty z obrazu tej krzywej (ré6zne od p) oddalajq si¢ od p wraz z iterowaniem F' (méwi
o tym warunek 3) oraz co wigcej, wszystkie inne punkty w tym otoczeniu nie posiada-
ja tej wlasnosci. Co wiecej punkt 2 méwi, ze to ,oddalanie” nastepowac bedzie wzdiuz
tej wlasnie krzywej. W uwagach po dowodzie dodatkowo wspomnimy o rézniczkowal-
noéci krzywej opisanej przez to twierdzenie — w szczeg6lnosci o postaci jej pochodnej w

punkcie p.

Dowéd. Zanim przejdziemy do wlasciwego dowodu zauwazmy, ze mozemy wprowadzié
kilka uproszczeni. Po pierwsze mozemy zalozy¢, ze punkt p o ktérym mowa w tresci twier-
dzenia jest poczatkiem ukladu wspéirzednych. Jedli bowiem udowodnimy twierdzenie w
tym przypadku, mozemy przejs¢ do przypadku ogélnego przez ztozenie F' z odpowiednim
przesunigciem.

Ponadto mozemy zaklada¢, ze macierz pochodnej DF'(0) jest postaci: (é 2), gdzie
A>2,0<p< 3. Jesli bowiem tak nie jest, mozemy zamiast F rozwaza¢ odwzorowanie
F™, dla pewnego m, tak aby DF"(0) bylo tej postaci. W ostatniej czesci dowodu pokazemy,
ze krzywa uzyskana dla F™ jest rowniez lokalng rozmaitoscig niestabilng dla F'.

W dalszej czeSci dowodu bedziemy uzywac pewnych specyficznych oznaczen, ktére
bedg pomocne przy zapisie kolejnych iteracji odwzorowania F. Niech ¢ € R%. Bedziemy
pisaé: F"(q) = (zp,yn) dla n € Z. W szczeg6lnosci wiec ¢ = (zo,yo). Rozwazaé réwniez
bedziemy wektory z przestrzeni stycznej T, R* ~ R% Wektor taki zapisywaé bedziemy:
(0,7M0)q, @ jego iteracje przy dziataniu DF(q) jako (&1,7m1)r(q), cZyli:

50] _ [51]
1o q m Fo)

Istotne beda dla nas zbiory wektoréw z przestrzeni stycznej spetniajgce pewne okreslo-

DF(q)

ne warunki. Zbiory te bedziemy nazywac¢ odpowiednio wigzka stabilng i niestabilng w

punkcie ¢ i definiujemy je jako:
1
5(a) = { (€0, Il < 5 lol}
1
5°(@) = {(€0.m)y sl < 5 I}

Przy powyzszych oznaczeniach, tatwo pokazaé, ze odwzorowanie DF(0) zachowuje
zbiér S*(0), to znaczy, jesli wektor v nalezy do zbioru S*(0), to jego obraz przy odwzo-
rowaniu DF(0) réwniez nalezy do tego zbioru.

Dzieje sig tak dlatego, ze |&1] = \|&| > 2|&|. Podobnie (DF(0))~! zachowuje S(0),
gdyz [n-1] = p~" [nol > 2nol.
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Rozdziat 2. Twierdzenie o rozmaitosci stabilnej i niestabilnej

Poniewaz F jest klasy przynajmniej C!, wigc DF(z,y) zmienia si¢ w sposob ciagly,
czyli istnieje otoczenie zera, w ktérym powyzsze wlasnoéci sa réwniez spetnione. Oznacza

to wiec, ze istnieje € > 0, taki, ze jesli |z, |y| < ¢, to:
1. DF(z,y) zachowuje S“(z,y) oraz (DF(z,y))~! zachowuje S*(z,y);
2. (§0,m0) € S"(z,y) = |&1] = 2]l

3. (0.m0) € S*(x,y) = [n-1| > 2|no]-

Powyzsze warunki opisujg pewne specyficzne wlasnosci geometryczne odwzorowa-
nia F, ktére mozemy okresli¢ jako zachowywanie wigzek stabilnych. Ponizszej ilustracje

prezentuja te wlasnosci.

>< Sq)

q

Rysunek 2.1. Wtasnosci geometryczne odwzorowania F (por. fig 6.7 z s. 225 w [1]]).

Dalsze rozwazania ograniczamy do kwadratu B zadanego przez nieréwnosci: |z|, |y| <

¢ i skupimy sie na analizie tzw. krzywych poziomych zawartych w tym kwadracie.

Definicja 2.3 (krzywa pozioma). Niech ¢ > 0, oraz niech B = {(z,y) € R? : |z|, |y| < €}.

Moéwimy, ze krzywa v lezagca w B jest pozioma (horyzontalna), jesli v(t) = (¢, h(t)) oraz:
1. h jest zdefiniowana i ciggta dla wszystkich ¢ spelniajacych |t| < ¢;
2. h(0) =0;
3. Vit [t1] s [t2] < & = [h(t1) — h(t2)| < 3 [t1 — ta.

Przez 'H oznaczmy zbiér wszystkich krzywych poziomych w ustalonym wczeéniej kwa-
dracie B. W zbiorze tym wprowadzamy metryke (indukowang przez norme supremum).
Niech v;(t) = (¢, hi(t)) dla i = 1,2 bedg krzywymi z H, wéwczas za odleglos¢ miedzy +;
a 72 przyjmujemy:

d[y1,72] == sup [y (t) — ha()] -

|t|<e

Zbiér ‘H z tak zdefiniowang metryka d jest przestrzenig metryczng zupeina.
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Lemat 1. Niech v € H. Wtedy zbiér bedgcy przekrojem kwadratu B oraz obrazu krzywej v przy
odwzorowaniu F jest obrazem krzywej poziomej (innymi stowy istnieje krzywa pozioma, ktérej

obraz jest tym zbiorerrﬂ).

Dowéd. Niech v bedzie krzywa pozioma dang wzorem 7(t) = (¢, h(t)). Zauwazmy, ze
jesli (z1,y1) = F(e,h(e)), to x1 > 2¢, co wynika z faktu, ze |£1| > 2|&|. Podobnie, jesli
(x1,y1) = F(—¢,h(—¢)), to 1 < —2¢. Wobec tego spelniony jest pierwszy z warunkéw z
definicji krzywej poziomej.

Oczywiscie z warunku F'(0) = 0 wynika, ze obraz krzywej poziomej przechodzi przez
poczatek uktadu wspoétrzednych, co gwarantuje spetnienie warunku drugiego z definicji
krzywej poziome;j.

Zalézmy teraz, ze (xo,yo), (x(,y,) sa takimi punktami na F(¢,h(t)), ze |y, —yo| >
% |z — mo|. Zakladamy wiec, ze obraz krzywej poziomej nie spetnia trzeciego warunku z
definicji krzywej poziomej. Niech ¢;, t3 beda takie, ze (zo,y0) = F'(t1,h(t1)) oraz (xf,y) =
F(t2,h(t2)). Niech | bedzie odcinkiem taczacym punkt (¢1,h(t1)) z punktem (¢, h(t2)).
Zauwazmy, ze w kazdym punkcie odcinka [ wektor do niego styczny lezy w zbiorze
S5%(0). Odwzorowanie F' przeksztalca odcinek | w krzywa gladka Ir, ktéra Iaczy punkty
(z0,90) i (2, y))- Z wniosku z twierdzenia Lagrange o wartosci Sredniej (wniosek [L.10),

zastosowanego do zlozenia [ z F' wynika, ze istnieje punkt na krzywej [, w ktérym wektor
1
27
byt wybrany tak aby DF zachowywalo wigzki styczne. Wobec tego wiemy, Zze réwniez

styczny ma nachylenie wieksze niz 3, co jednak jest w sprzecznosci z doborem ¢, ktéry
warunek trzeci definicji krzywej poziomej musi by¢ spetniony.
O

Niech ® bedzie odwzorowaniem przestrzeni H w siebie, przyporzadkowujacym krzy-
wej v € 'H jej obraz przy przeksztalceniu F'. Zgodnie z powyzszym faktem, odwzorowanie

® jest dobrze okreSlone.

Lemat 2. Odwzorowanie ® jest zwezajgce, to znaczy, Ze istnieje liczba ¢ < 1 taka, Ze dla dowolnych

krzywych poziomych ~y,,~y2 zachodzi d[®y1, ®vy2] < cd[y1, Y2

Dowéd. Niech 71, v2 bedg krzywymi poziomymi postaci v;(t) = (¢, hi(t)), oraz tg liczba rze-
czywista spelniajacy |to] < €. Zalézmy, ze | P2 (to) — Pyi(to)| > |ha(t) — hi(t)| dla wszyst-
kich |t| < e. Niech [ bedzie odcinkiem taczacym punkt ®v;(t9) z punktem P, (to). Wtedy
krzywa zadana przez F~!(I) faczy punkt v1(71) z 72(2) dla pewnych 71, 75. Poniewaz
DF~! zachowuje wigzke stabilng S* w kazdym punkcie I, wiec wektory styczne do F~1(1)

leza w wigzce stabilnej w punkcie v; (7). Wynika stad, ze sama krzywa F~1(I) lezy w

'W dalszej czesci tekstu zakladamy po prostu, ze krzywg ta jest F(y(t)) mimo, ze w praktyce, moze sie

okaza¢, ze krzywa ta trzeba obcigé¢ tak, aby miescita sie w kwadracie B.
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stozku o wierzcholku ~; (1) ograniczonym liniami o nachyleniu +2. Stad w szczegdlnosci
wynika, Ze:
|ha(T2) — ha (1)

>0 2.1)
|72 — 71|

Ponadto DF~! dziatajac na wektory styczne, powigksza ich drugie wspétrzedne nie mniej

niz dwukrotnie. Mamy stad:
|ha(T2) = ha(m1)[ > 2[®72(t0) — Pni(to)] - (2.2)

Zauwazmy, ze zalozenie |ha(71) — hi(71)| < [®72(to) — Py1(to)| W polaczeniu z powyzszg

nieréwnoscig prowadzi do:

5 11a(m2) — ha(m)| > [ha(n) = () 23

Z wlasnosdci normy mozemy napisac:

|ha(72) — ha(71)| = |ha(72) — hi(m1) + ha(71) — ha(71)]
> |ha(72) — ha(m)| = |ha(m1) — ha(71)]

Wykorzystujac (2.3) mamy dalej:
1
> 5 [ha(r2) = ha(m)| > |2 — 7l
przy czym ostatnia nieréwnos$¢ wynika z ({2.1). Uzyskalismy wiec:

|h2(72) — ha(1)| > |12 — 71

co jest w sprzecznodci z definicjg krzywej poziomej.
Zalozenie |®va(to) — Pyi(to)| > |ha(t) — hi(t)|, dla wszystkich |t| < e, doprowadzito
nas do sprzecznodci. Zauwazmy, ze zalozenie to jest rownowazne zaprzeczeniu warunku

z treSci twierdzenia. Zaprzeczenie definicji odwzorowania zwezajacego ma bowiem postac:

Vec13y1 40 d[@y1, Py2] > cdly1, 2],

co jest rownowazne:

EI'YI:’YQ d[q)717 (I)’72] > d[’Ylv’YQ]a

korzystajac z definicji d mamy dalej:

172 V)t <e |Sl‘lp |Py1(to) — Pya(to)| = |ha(t) — ha(t)],
to|<e

co z wlasnoéci supremum jest rtOwnowazne:

172 V1 <e Tl [P11(t0) — Py2(to)] = |ha(t) — ha(t)]-
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Dokladnie to zalozyliémy na poczatku i jak sie okazuje doprowadzito nas to do sprzecz-

nosci. Wobec tego musi by¢:

Fe<1Vr iy d[®y1, 2] < cdlyn, 72,
czyli @ jest zwezajace. O

Stosujac twierdzenie Banach o punkcie stalym dla ® otrzymujemy krzywa poziomg v,
ktora jest jedynym punktem stalym tego odwzorowania. Krzywa +,, jako krzywa pozioma
oczywiscie przechodzi przez punkt 0 (dla ¢ = 0). Ponadto jesli punkt (zo,yo) nalezy do
obrazu krzywej, oraz xy # 0, to z pewnoéciqﬂ |z1| > |zo|. Stad podczas iterowania F
punkty krzywej v, albo opuszczaja kwadrat B albo oddalaja sie od zera wzdluz krzywe;.

Stad oczywiscie obraz krzywej v, zawarty jest w zbiorze niestabilnym W*(0).

Lemat 3. Niech (zo,yo0) bedzie takim punktem B, ktéry nie lezy na krzywej ~,. Istnieje wéwczas

n > 0 takie, ze F'~"(xo,yo) lezy poza B.

Dowéd. Niech | bedzie odcinkiem pionowymﬂ faczacym punkt (zo,y0) z punktem na
obrazie krzywej vy,. Krzywa v, jest pozioma wigc punkt ten wyznaczony jest jednoznacznie
i ma wspoétrzedne (o, hy(70)). Poniewaz DF~! powieksza drugg wspétrzedng wektoréw
stycznych do ! przynajmniej dwukrotnie, to dtugosé¢ krzywej F~1(l) wzrasta przynajmniej
dwukrotnie w stosunku do I, co wynika stad, ze odcinek [ lezy w wigzce stabilnej S° w
punkcie (zg, hy(z0)). Stad mozna pokaza(ﬂ ze odpowiednio wiele iteracji F~! przeniesie
punkt (zo, yo) poza kwadrat B, gdyz dtugos¢ krzywej F~" (1) bedzie rosng¢ i dalej z definicji
i wlasnosci kwadratu B bedziemy mieé, Ze od pewnego ny przynajmniej jej fragment wraz

z konicem (xp,,, Yn,) musi opusci¢ kwadrat B. O

Z powyzszego lematu i wczedniejszych komentarzy na temat 7, wynika, Ze jest ona
doktadnie lokalng rozmaitoscig niestabilng w zerze.

Na poczatku dowodu poczyniliSmy pewne zatozenie odnosnie F' z komentarzem, ze
jesli nie sa one spelnione, mozna wzigé zamiast /' pewng iteracje F'™ i otrzymana w
ten sposéb rozmaitosci niestabilna jest réwniez ,dobra” dla F. Sprawdzimy teraz, ze tak
rzeczywiscie jest.

Wiemy, Ze istnieje krzywa -, niezmiennicza wzgledem F~". Jeéli v, nie jest réwniez

F~l-niezmiennicza, to przynajmniej F~!(v,) tez jest F~™-niezmienniczy, bo:

F7M(F o) = FT(F7HE™ () = F77 () = F7H ()

*Wynika to z doboru ¢ i wlasnosci kwadratu B.
*Chodzi o rzut prostopadly na krzywa ...
*Moéwigc §cislej nalezy, jedynie wykluczyé sytuacje w ktérej krzywa mimo wzrostu dtugoéci, pozostaje

wcigz w kwadracie B. Dla wiekszej czytelnosci pomijamy te szczeg6ly techniczne.
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Poniewaz jednak -, bylo wyznaczone jednoznacznie wiegc jest jedyng niestabilng krzywa
niezmienniczg wzgledem F~™, wiec v, musi by¢ F~!-niezmiennicza. Z dotychczasowych

rozwazan wynika, ze v, jest lokalng rozmaito$cig niestabilng dla F. O
Uwaga 2.4. Mozna pokazaé, ze jesli F jest klasy C”, oo > r > 0, to réwniez v jest klasy C".

Szkic dowodu dla r = 1. Korzystamy tu z tych samych oznaczen i definicji co w dowodzie
twierdzenia o lokalnej rozmaito$ci niestabilnej. Zdefiniujmy na poczatku pole krzywych
poziomych jako pare funkgji ((x) = (vy(z), M(z)), gdzie v jest pewna krzywa poziomg, a M
jest funkcja ciagla o wartoéciach rzeczywistych, taka, ze |M(z)| < % dla |z| < . Funkeje
¢ interpretujemy geometrycznie jako krzywa v wraz z ,doczepionymi” prostymi (badz
odcinkami) przechodzacymi przez punkty v(x) o nachyleniu M (). Poniewaz zatozylismy,
ze |M(z)| < 3 wiec wektor kierunkowy kazdej takiej prostej nalezy do S*.

Oznaczmy przez H; zbiér wszystkich p6l krzywych poziomych w B. Na H; okreSlamy

metryke wzorem:

d[Cr, 2] = sup (In(z) — 2(z)], [Mi(x) — Ma(x)]).

|z|<e

Definiujemy réwniez rozszerzong wersje przeksztalcenia ®, ktére dane bedzie wzorem:

®1(¢) = (v, M)
gdzie ¢ = (v, M), ® bylo zdefiniowane wczesniej natomiast M jest nachyleniem prostej
o wspotczynniku M przeksztalconej przez DF. Dokladniej, jesli v(x) = (¢, h(x)) i v jest
wektorem o nachyleniu M(z), to M jest nachyleniem wektora DF(v(z))v.

Tak zdefiniowane ®; jest przeksztalceniem H; w siebie (odwzorowanie DF zachowuje
wiazki S%, czyli jesli |M(z)| < 3, to réwniez ‘]\Z/ (a:)’ < 3. Ponadto mozna pokazaé, ze
jesli ¢1 = (v, Mi),(2 = (v, M>) sg polami linii poziomych opartymi na tej samej krzywej
poziomej, to zachodzi:

d[®1G1, P162) < d[Gr, Gl

Z tego oraz z faktu, ze ® jest kontrakcjg, mozna wywies¢, ze ®; posiada dokladnie jeden
punkt staly w H;. Punkt ten jest postaci ¢, = (v, M), gdzie v, jest krzywa wyznaczong
w dowodzie twierdzenia.

Mozna pokazaé, ze M, (z) jest nachyleniem wektora stycznego do -, w punkcie z. [J

Uwaga 2.5. Dodatkowo mozna pokaza¢, ze krzywa uzyskana w sposéb przedstawiony w
poprzednim dowodzie jest regularna, to znaczy +'(t) # 0 dla wszystkich ¢ € (—¢, ). Mozna
tez pokazaé, ze 7/(0) jest wektorem wlasnym DF(p) odpowiadajacym wartos$ci wlasnej o

wiekszym module.

27



Rozdziat 2. Twierdzenie o rozmaitosci stabilnej i niestabilnej

2.2. Twierdzenie o lokalnej rozmaitosci stabilnej

Po udowodnieniu twierdzenia o lokalnej rozmaitosci niestabilne do$¢ tatwo mozna udo-
wodni¢ wersje twierdzenia w przypadku stabilnym — poniewaz dowéd przebiega ana-
logicznie do poprzedniego pominiemy go i ograniczymy si¢ jedynie do sformutowania
twierdzenia w takiej formie, ktéra zbiera réwniez dodatkowe informacje zawarte w uwa-

gach do twierdzenia poprzedniego.

Twierdzenie 2.6 (o lokalnej rozmaitosci stabilnej). Niech F': R? — R? bedzie odwzorowaniem
klasy OT, r > 1 oraz p € R? bedzie punktem statym siodtowym odwzorowania F. Istnieje wéwczas

e > 0 oraz krzywa v: (—e,e) — R? klasy C", spelniajgca:
1. 7(0) =p,
2.~y jest regularna,

3. wektor v/ (0) jest wektorem wltasnym odwzorowania DF (p) odpowiadajgcym wartosci wlasnej

o module mniejszym niz 1,
4. obraz v jest niezmienniczy wzgledem F,
5. F"(y(t)) — p pray n— o,
6. jesli |F"(q) — p| < e dla wszystkich n > 0, to istnieje t € (—¢,¢) takie, Ze v(t) = q.

Krzywg ~v nazywamy lokalng rozmaitoscig stabilng w punkcie p. Jest ona wyznaczona jednoznacznie

z doktadnoscig do wyboru €.

Uwaga 2.7 (transwersalnoé¢ rozmaitosci stabilnej i niestabilnej). Wybiegajac nieco naprzéd
(wiecej szczeg6low mozna znalezé w rozdziale nastepnym) mozna dodatkowo pokazad, ze
rozmaito$ci lokalne stabilna +; i niestabilna 7, w punkcie p przecinajq si¢ transwersalnie, co
w przypadku przestrzeni R? sprowadza si¢ do warunku, ze w punkcie p wektory styczne
do 7, i s sg liniowo niezalezne i z uwagi na definicje punktu siodtowego jest oczywiste.
Okazuje si¢ jednak, ze jest to wlasno$¢ ogdlna przenoszaca si¢ na wyzsze wymiary oraz

na przypadek ciggltych ukltadéw dynamicznych.

2.3. Globalna rozmaitos$¢ stabilna i niestabilna

Jak wspomniano we wstepie, w tej pracy koncentrujemy si¢ gtéwnie na przypadku lo-
kalnym, jednak dla porzadku podajemy réwniez ponizej definicje globalne rozmaitosci

stabilnej i niestabilnej.
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Definicja 2.8 (rozmaito$¢ niestabilna i stabilna). Niech p bedzie punktem stalym hiperbo-
licznym odwzorowania F oraz niech v, bedzie lokalng rozmaito$cig niestabilng w punkcie
p. Rozmaito$¢ niestabilng w punkcie p, oznaczmy W*(p) i definiujemy:
wh(p) = U F"()-
n>0

Analogicznie, jesli 75 jest lokalng rozmaitosciag stabilng w punkcie p, to rozmaitos¢
stabilng W*(p) definiujemy:

We(p) = J F"(7s)-
n>0

2.4. Przyklady

W ponizszych przykladach pokazujemy odwzorowania w ktérych udaje sie, analitycznie
badz graficznie, przedstawi¢ dokladng postaé rozmaitosci stabilnych i niestabilnych. Sytu-
acja ta jest o tyle nietypowa, ze w ogélnym przypadku nie jesteSmy w stanie tatwo ,wy-
znaczy¢” tych rozmaitosci. Przyklady te pokazujq jednak dosé¢ dokladnie globalne wtasno-
Sci rozmaitosci stabilnych i niestabilnych, stad sa bardzo cenne i warte przeanalizowania.

Przyklady zaczerpnieto z ksigzki [1]].

Przyklad 2.9. Niech F: R? — R? bedzie dane wzorem:

A N
y 2y — ga’

Latwo mozemy sprawdzi¢, ze poczatek uktadu wspétrzednych jest punktem stalym od-

DF(0) = (0 2) ,

czyli poczatek uktadu wspétrzednych jest punktem siodlowym. Zauwazmy, ze:

)-)

stad oS y jest rozmaitoScig niestabilng. Ponadto:

(6)= ()

wiec krzywa y = 23 jest rozmaitoscig stabilng. W obu przypadkach sg to rozmaitosci

wzorowania F'. Ponadto zachodzi:

globalne.
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Zauwazmy, ze F' jest topologicznie sprzezone z odwzorowaniem liniowym L := DF(0)

poprzez dyfeomorfizm przejécia h:

Mamy, ze F'oh = hoL. Zauwazmy, ze h odwzorowuje podprzestrzenie stabilng i niestabilng

odwzorowania L na rozmaito$ci stabilng i niestabilng F'.

Przyklad 2.10. Niech T bedzie torusem sparametryzowanym przez 6;,60> z kwadratu

0 < |0;| < 27 z utozsamionymi krawedziami. Okre$§lmy F': T' — T wzorem:
01 01 + esin 64
) 0 + € sin 05 cos 64

Jedli € jest odpowiednio mate, to F' jest dyfeomorfizmem, ktéry posiada cztery punkty
state: punkt odpychajacy o wspétrzednych (0, 0), punkty siodtowe (0, ), (7, 7) oraz punkt
przyciagajacy (,0). Dynamike odwzorowania F' przedstawia portret fazowa] na rysunku

2.2

(0,0) (0,0

(0,1) (0,m)
(m,m)

(0.0 (0,0

Rysunek 2.2. Portret fazowy odwzorowania F' (por. fig 6.2 ze s. 220 w [1]]).

Zauwazmy, ze rozmaito$¢ niestabilna w punkcie (0, 7) pokrywa si¢ dokladnie z roz-
maitoscig stabilng punktu (7, 7). Rozmaitos¢ stabilna w punkcie (0, 7) wyplywa niejako z
punktu Zrédtowego (0, 0), natomiast rozmaito$¢ niestabilna w (7, 7) lezy w basenie przy-
ciggania punktu przyciagajacego (m,0).

Dynamika odwzorowania F' moze réwniez zosta¢ przedstawiona obrazowo na torusie,

pokazano to na rysunku

SPortret fazowy to graficzny sposéb przedstawiania dynamicznych wlasnoéci odwzorowania. Strzatki na

diagramie obrazujg kierunek przemieszczania sie¢ punktéw wraz z iterowaniem odwzorowania.
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Rysunek 2.3. Dynamika odwzorowania F' (por. fig 6.3 ze s. 221 w [1]]).

Przyklad 2.11. Podobnie jak w poprzednim przykladzie rozwazmy dyfeomorfizm okre-

Slony na torusie 7'. Niech G: T'— T dane bedzie wzorem:

o (01) _ (91 — ssinel)
0 05 + € sin 65
Tak jak w przypadku odwzorowania F' z poprzedniego przykfadu, mamy tu cztery punkty
state: dwa punkty siodlowe (0,0) i (7, 7), punkt przyciagajacy (0,7) i punkt odpychajacy
(m,0). Portret fazowy przedstawiono na rysunku Zauwazmy, ze w tym przypadku roz-

maitosci niestabilne obu punktéw siodfowych daza do punktu przyciaggajacego, natomiast

obie rozmaitosci stabilne wychodza z punktu odpychajacego.

Rysunek 2.4.

0,0)

(0,m)

(0,0

Dynamika odwzorowania F (por. fig 6.4 ze s. 221 w [1]).

(m,0)

(70, 70)

(m,0)

0,0)

©,m)

(0,0)
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ROZDZIAL 3

Dyfeomorfizmy Morse’a-Smale’a i zbiory

hiperboliczne

3.1. Punkty rekurencyjne i lanicuchowo-rekurencyjne

Zgodnie z zapowiedzig z rozdzialu 1 zajmiemy si¢ teraz sformutowaniem uogélnionych
klas punktéw, ktére stanowiag rozszerzenie pojecia punktu okresowego. Przytaczane tu
definicje sa istotne dla nas po pierwsze dlatego, ze prezentuja uogodlnienia badanych
wczeéniej pojeé. Po drugiej jednak sa wazne po to, by w nastepnym punkcie mozna byto

zdefiniowa¢ klase dyfeomorfizméw Morse’a-Smale’a.

Definicja 3.1 (punkt rekurencyjny). Niech F': U — U, gdzie U zbiér otwarty w przestrzeni
metrycznej (X, d). Punkt p € U nazywamy rekurencyjnym, jesli dla kazdego ¢ > 0 istnieje
n > 0 takie, ze d(F"(p),p) < e.

Uwaga 3.2. Latwo mozna zauwazy¢, ze kazdy punkt okresowy jest réwniez rekurencyjny.

Dla punktu okresowego p wiemy bowiem, ze istnieje n takie, ze d(F"(p),p) = 0.

Uklad startujagc z punktu rekurencyjnego bedzie wraca¢ w czasie dowolnie blisko
swojego stanu poczatkowego. Ponizszy prosty fakt ilustruje dodatkowa wtasnos¢ punktéw

rekurencyjnych, pozwalajaca nazywac je réwniez punktami niemal okresowymi.

Fakt 3.3. Niech F': U — U, gdzie U zbior otwarty w przestrzeni metrycznej (X,d) oraz p € U
niech bedzie punktem rekurencyjnym. Dla dowolnego € > 0 istnieje nieskoriczony cigg rosngcy liczb

naturalnych (n;) taki, ze dla dowolnego i zachodzi d(F™ (p),p) < €.

Dowéd. Twierdzenie jest oczywiscie spelnione dla punktéw okresowych. Zatézmy wiec, ze
p nie jest okresowy.

Ustalmy ¢ > 0. Niech n; bedzie najmniejsza liczba naturalng taka, ze: d(F" (p),p) < e.
Wezmy teraz e1 = 3d(F™ (p),p). Wiadomo, ze 0 < 1 < &. Stosujgc ponownie powyzsze
rozumowanie dla ¢; dostaniemy liczbe n taka, ze d(F™*(p),p) < 1. Wiadomo, ze ng > n;
gdyz n; bylo najmniejsza liczba spelniajaca d(F™(p),p) < € a ny réwniez spelnia tg
nier6wno$¢. Ponadto ny # ny gdyz d(F"2(p),p) < d(F™ (p), p). Stad na > n;.

Powtarzajac to postepowanie dla kolejnych ¢ budujemy indukcyjnie cigg liczb natural-

nych (n;); taki, ze ciag (d(F™(p), p)): spelnia warunek z tezy. O
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Podamy teraz definicje jeszcze ogodlniejszej klasy punktéw, a mianowicie punktéow

taricuchowo-rekurencyjnych.

Definicja 3.4 (punkt faricuchowo-rekurencyjny). Niech F': U — U, gdzie U zbiér otwarty
w przestrzeni metrycznej (X, d). Punkt p € U nazywamy larficuchowo-rekurencyjnym, jesli
dla dowolnego ¢ > 0 istniejg punkty p = po,p1,...,pr = p oraz dodatnie liczby naturalne
ni,...,ny takie, ze d(F™ (pi—1),p;) <edlai=1,...,k.

Uwaga 3.5. Na mocy udowodnionego wczedniej faktu wiemy, ze punkty rekurencyjne
s réwniez punktami taficuchowo-rekurencyjnymi, gdyz dla dowolnego ¢ > 0 mozemy

dobra¢ takie liczby n;, ze d(F™(p),p) < € dla dowolnie wielu 1.

Oczywiscie, skoro wyrézniamy specjalng klase punktéw faricuchowo-rekurencyjnych
jako uogdélnienie punktéw rekurencyjnych, to nalezy sie spodziewaé, ze rzeczywiscie jest

to istotne rozszerzenie tej klasy. Jest tak w istocie — to znaczy ponizszy fakt jest prawdziwy.
Fakt 3.6. Istniejg punkty, ktére sq taricuchowo-rekurencyjne, ale nie sq rekurencyjne.

Przyklad 3.7. Zamiast dowodu powyzszego faktu postuzymy sie przyktadem szczegélnego
przypadku. Zalézmy, ze p, q sa hiperbolicznym punktem stalym pewnego odwzorowania
F. Wtedy punkty spelniajace 1 € W*(p)NW?*(p), z2 € W"(p)NW?*(q), 3 € W*(q)NW?*(p)

sg punktami taricuchowo-rekurencyjnym, ale nie s punktami rekurencyjnymi.

Punkty x; z powyzszego przykladu majg bardzo ciekawe wlasnodci i zostaty dosc¢

doktadnie zbadane i zdefiniowane. Dla porzadku podajemy nizej dokladng definicje.

Definicja 3.8 (punkt homokliniczny i heterokliniczny). Niech F': U — U dyfeomorfizm.
Punkt z € U dla ktérego granice lim, .o F"(x) oraz lim,_, ., F"(z) istniejg i sg rowne
punktowi stalemu p € U, nazywamy punktem homoklinicznym. Punkt y € U dla ktérego
wspomniane granice istniejg, ale maja dwie rézne wartosci stanowigce dwa rézne punkty

stale nazywamy punktem heteroklinicznym.

Zalézmy, ze U zbiér otwarty a F': U — U jest dyfeomorfizmem. Przez A = A(F)
oznaczmy zbiér wszystkich punktéw faricuchowo-rekurencyjnych odwzorowania F'. Zbiér

A nazywa¢é bedziemy po prostu zbiorem faricuchowo-rekurencyjnym.

Fakt 3.9. Zbiér A(F) C U jest domkniety. Co wiecej, jesli dwa dyfeomorfizmy F,G: U — U sq

topologicznie réwnowazne przez homeomorfizm h, to h odwzorowuje zbior A(F) na A(G).

3.2. Dyfeomorfizmy Morse’a-Smale’a i stabilnos$¢ strukturalna

W tym punkcie przyjrzymy sie nieco ciekawej grupie odwzorowarn i niejako , przy oka-
zji” powiemy krétko o pojeciu stabilnosci strukturalnej, ktéra jest kolejnym waznym za-
gadnieniem z szeroko pojetych badan stabilnosci uktadéw dynamicznych. Na poczatek

przytoczmy definicje transwersalnosci.
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Definicja 3.10 (rozmaitoéci transwersalne). Niech M;, M podrozmaitosci rozmaitosci M.
Moéwimy, ze M, jest transwersalne z My jesli M jest roztaczone z Mo, lub jesli w dowolnym

punkcie wspSlnym ¢ € M; N M, wektory styczne do M; i M; sg liniowo niezalezne.

Podana wyzej definicja w wersji abstrakcyjnej wydawa¢ si¢ moze mato intuicyjna. W
badanych przez nas przypadkach plaszczyzny R? sprowadza sie jednak do tego, ze krzywe
transwersalne to krzywe, ktére albo wcale sie nie przecinajg, albo przecinajg sie tak, ze
wektory styczne w punkcie przeciecia nie sg wspoélliniowe. Jak wspomniano w jednej z
uwag w rozdziale drugim, lokalne rozmaitosci stabilna i niestabilna w punkcie siodtowym
zawsze przecinaja sie transwersalnie. W ponizszej definicji wymagamy jeszcze wiecej —
chcemy bowiem, aby wszystkie rozmaitosci stabilne i niestabilne w réznych punktach

siodtowych byly wzajemnie (parami) transwersalne.

Definicja 3.11 (dyfeomorfizm Morse’a-Smale’a). Dyfeomorfizm F': U — U, ktéry spetnia

warunki:

a) zbiér punktéw taricuchowo-rekurencyjnych jest skoriczonym zbiorem hiperbolicznych

punktéw okresowych,
b) stabilne i niestabilne rozmaitosci punktéw siodtowych sg transwersalne.

Jedna z ciekawszych wlasnosci tej grupy odwzorowan jest posiadanie wtasnosci zwa-
nej strukturalng stabilno$cig. Samo zagadnienia badania strukturalnej stabilnosci uktadu
dynamicznego, sprowadza si¢ do odpowiedzi na pytanie, czy uklady (a tak naprawde
odwzorowania) nie réznigce si¢ znacznie od wejéciowego, majg takie same czy zupetnie
inne wlasnoéci dynamiczne. A to z kolei sprowadza sie do sprawdzenia, czy odwzorowa-
nia bliskie wejSciowemu odwzorowaniu, s3 z nim topologicznie sprzezone. Skoro tak, to
caly problem sprowadza si¢ do ustalenia co to znaczy, Ze jedno odwzorowanie jest bliskie
drugiemu. W tym celu wprowadzimy (przypomnimy) definicje metryki supremum znanej

dobrze z analizy funkcjonalnej.

Definicja 3.12 (metryka supremum). Niech F,G: U — U klasy C" dlar > 0, gdzie U C R"

zbiér otwarty oraz k < r. Wtedy d;, zdefiniowane jako:

ak(F, G) = sup (IF@) - G@, -,

F®(@) - W (@)]))

jest poprawnie zdefiniowang metryka. Metryke takg bedziemy nazywaé metryka supre-

mum w przestrzeni C*k.

Definicja 3.13 (stabilno$¢ strukturalna). Niech U C R" zbiér otwarty oraz F: U — U
odwzorowanie klasy C”, dla r > 0 oraz k < 7. M6éwimy, ze F jest C*-strukturalnie
stabilne na U jesli istnieje ¢ > 0 takie, Ze dla dowolnego G: U — U klasy co najmniej

C*, spetniajgcego dy(F,G) < ¢ odwzorowania F' i G sa ze soba sprzezone topologicznie.
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Badania stabilnosci strukturalnej jest jednym z wazniejszych zagadnieri teorii uktadéw
dynamicznych. Intuicja jest w tym przypadku bardzo prosta — pytajac o strukturalng stabil-
noé¢ uktadu, pytamy jak mate zaburzenia uktadu wplyng na jego zachowania. Jesli uktad
jest stabilny strukturalnie, to przy odpowiednio matych zaburzeniach jego zachowanie nie
zmieni si¢ (wiemy bowiem, Ze topologiczne sprzezenie zachowuje wszystkie charaktery-
styczne wlasnosci o ktérych dotychczas méwilismy).

Kiedy znamy juz definicje samego pojecia, jesteSmy gotowi do przytoczenia jednego z

wazniejszych wynikéw dotyczacych dyfeomorfizméw Morse’a-Smale’a.

Twierdzenie 3.14. Niech F': U — U bedzie dyfeomorfizmem Morse’a-Smale’a, a U bedzie

otwartym podzbiorem okreslonym na powierzchni zwartej. Wtedy F jest C'-strukturalnie stabilne.

3.3. Zbiory hiperboliczne

W tej czeSci pokroétce opiszemy uogdlnienie pojecia rozmaitosci stabilnych. We wczeéniej-
szych rozwazaniach koncentrowaliémy uwage na punktach statych (ewentualnie okreso-
wych), ktére byly hiperboliczne. Okazuje sig, ze pojecie hiperboliczno$ci mozna rozszerzy¢
takze na inne punkty, nie bedace punktami stalym (okresowymi) — innymi stowy mozna
poda¢ ogolniejsza definicje zbioru hiperbolicznego, ktérego elementy maja podobne wta-
snosci jak punkty state hiperboliczne. Dla uproszczenia, podobnie jak to miato miejsce w

poprzednich rozdziatach, bedziemy poruszaé sie gtéwnie w przestrzeni R?.

Definicja 3.15 (zbi6r hiperboliczny). Niech F': R? — R? bedzie pewnym dyfeomorfizmem.

Zbiér A nazywamy zbiorem hiperbolicznym dyfeomorfizmu F’ jesli spetnione sa warunki:

1. Dla dowolnego p € A istniejg proste E°(p) i E"(p) w przestrzeni stycznej T, R?, ktére

sa zachowane przez DF(p).
2. Proste E*(p), E*(p) zmieniajg sie w zaleznosci od p w sposéb ciagly.

3. Dla dowolnego p € A istnieje A > 1, takie, ze |DF(p)v| > A|v| dla v € E%(p) oraz
|IDF~Y(p)v| > X|v| dla v € E%(p).

Uwaga 3.16. Zauwazmy, ze jesli p jest punktem statym siodfowym, to jest elementem zbioru

hiperbolicznegoﬂ Mamy bowiem wtedy |A;| > 11 |A2| < 1, ktére sg wartosciami wlasnymi

1
A2

punkt trzeci jest spetniony. Co wiecej, jesli tylko F jest klasy C, to otoczenie punkt p

DF(p). Proste E*(p) i E*(p) istnieja na mocy twierdzenia [1.25(i dla A = max (]/\1],

rowniez nalezy do zbioru hiperbolicznego.

!Bardziej formalnie nalezaloby powiedzie¢, ze punkt siodtowy moze byé elementem zbioru hiperbolicznego,
gdyz w definicji tego zbioru nie wymagamy nigdzie aby bylo on , maksymalny” w sensie zawierania. Nie

mniej jednak w wiekszosci zastosowan chodzi nam wlasnie o taki ,maksymalny” zbior.
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Dla tak zdefiniowanego zbioru hiperbolicznego mozna udowodni¢ ponizsze twierdze-
nie, ktére jest uogdlnieniem twierdzenia (o lokalnej rozmaitosci niestabilnej). Dowoéd
twierdzenia przebiega podobnie do dowodu przedstawionego w rozdziale drugim, jest
jednak bardziej skomplikowany technicznie dlatego zostal pominiety. W tresci twierdzenia

pojawia si¢ symbol ~*. Przypomnijmy, Ze oznacza on obraz krzywej ~.

Twierdzenie 3.17 (o lokalnej rozmaitosci niestabilnej dla zbioréw hiperbolicznych). Niech
F: R? — R? bedzie dowolnym dyfeomorfizmem takim, ze A jest domknigtym, niezmienniczym
zbiorem hiperbolicznym F'. Istnieje wtedy ¢ > 0 taki, ze dla dowolnego p € A istnieje gladka

krzywa 7y, : (—e,e) — R? spelniajgca warunki:
1. %(0) =p,
2. 7y jest krzywg regularng,
3. wektor ~,(0) lezy wzdluz prostej E*(p),
4. F (%) CYp1gy)
5 [F(p(t)) = F"(p)| — 0 gdy n — oo.
Ponadto krzywe -y, zmieniajg si¢ w sposob ciggly w zaleznosci od p.

W przypadku twierdzenia w wersji dla punktéw statych dosé tatwo mogliémy zba-
da¢ czy dany punkt spetnia zalozenia twierdzenia — to znaczy czy jest punktem stalym
siodlowym. Wystarczyto bowiem policzy¢ rézniczke odwzorowania i zbada¢ jej wartosci
wlasne. W przypadku uogdélnionym nie jest to juz takie proste. Nie jest bowiem jasne jak
zbada¢ czy zadany zbidr jest hiperboliczny. Ponizej opiszemy pokrétce jedno z kryteriow,
ktére moze okaza¢ sie¢ pomocne. Zaczniemy od uogodlnienia pojecia wigzek stabilnych i

niestabilnych przedstawionych w dowodzie giéwnego twierdzenia drugiego rozdziatu.

Definicja 3.18 (a-stozek). Dla dowolnego v € R?\{0} zbi6r wszystkich wektoréw, ktére
sa nachylone do v lub —v pod katem nie wigkszym niz o nazywamy a-stozkiem wokoét

wektora v. Wektor v nazywamy rdzeniem a-stozka.

Definicja 3.19 (pole stozkéw). Niech U bedzie zbiorem otwartym. Polem stozkéw na
U C R? nazywamy przyporzadkowanie punktom U > p — C(p), gdzie C(p) jest a(p)-

stozkiem wokdét wektora v, oraz:
1. a(p) zmienia si¢ w sposéb ciggly w zaleznosci od p,

2. rdzen stozka v, zalezy od p w sposob ciaggly.
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Uwaga 3.20. Zauwazmy, ze pole stozkéw jest istotnie uogélnieniem poje¢ wigzek stabilnych
uzywanych w rozdziale drugim. Wigzka stabilna S*(p) byta bowiem w istocie takim polem
stozkow, ktére kazdemu punktowi przyporzadkowato odpowiedni a-stozek wokét wektora

eo. Podobnie S"(p) przyporzadkowalo a-stozek wokét e;.

Fakt 3.21. Niech F': R? — R? bedzie dowolnym dyfeomorfizmem oraz A bedzie domknigtym, F-
niezmienniczym, ograniczonym podzbiorem R?. Niech U bedzie otwartym otoczeniem A. Zalézmy,

Ze istniejg parami rozlgczne pola stozkéw C*° i C* dla ktérych:

1. o<

7

1

2. DF(C(p)) € C"(F(p)); DF~H(C*(p)) € C*(F~}(p)),
3. jesli v € C*(p), to |[DF(p)v| > 2|v|,
4. jesli w € C*(p), to [DF~(p)w| > 2 |w|.
Wtedy A jest zbiorem hiperbolicznym dyfeomorfizmu F oraz E* C C" i E° C C°.

Na zakoriczenie podajemy jeszcze definicje szczegdlnej klasy odwzorowari, bedgcych
uogolnieniem pojecia dyfeomorfizméw Morse’a-Smale’a na zbiory hiperboliczne. Zdefi-
niowane ponizej odwzorowania sg tematem licznych prac prowadzonych wspoétczesnie w

dziedzinie uktadéw dyskretnych.

Definicja 3.22 (dyfoemorfizm spetniajacy Aksjomat A). Niech F': U — U bedzie dyfe-
omorfizmem. Méwimy, ze F' jest dyfeomorfizmem spelniajagcym Aksjomat A, jesli zbior
taticuchowo-rekurencyjny A odwzorowania F' jest zbiorem hiperbolicznym oraz zbiér

punktéw okresowych jest gesty w A.
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Oswiadczenie

Ja, nizej podpisany(a) o$wiadczam, iz przedlozona praca dyplomowa zostala wykonana
przeze mnie samodzielnie, nie narusza praw autorskich, intereséw prawnych i material-

nych innych oséb.
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