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1 Wstep

Motywacja do napisania tego krotkiego tekstu byty rozmowy prowadzone z pewng bliska
mi osobg na temat sposobéw nauczania matematyki i ogdlnie jej sensu. Z pewnoscig to
co tu pisze nie jest ani wyjatkowo odkrywcze ani pewnie wyjatkowo madre. Nie uwazam
sie tez za wielkiego filozofa nauki czy nawet matematyka.

2 A po co mi ta matematyka?

Pytanie zawarte w tytule tej czesci jest pytaniem powtarzanym setki tysiecy razy przez
niezliczone rzesze studentéow i uczniéw réznych szkot. A po co mi te logarytmy, catki,
granice, funkcje ciggle i nieciggle, pochodne? Pokrétce sprobuje tutaj przedstawié¢ moj
punkt widzenia tej sprawy. Niestety jednak chyba nie podam jednej konkretnej odpo-
wiedzi. Chociaz chyba najdokladniejsza odpowiedz jaka da sie podac¢ to po nic albo nie
wiadomo po co.

Chciatbym zacza¢ jednak od zauwazenia, ze wiekszos¢ problemow z nauka matematyki
(czy czegokolwiek innego) to stawianie sobie, na samym poczatku, pytania: a po co mi
to? Prawdziwym skarbem i najwiecksza wartoscia matematyki bowiem jest fakt, ze jest
ona po nic. Matematyka jest oderwana od swoich zastosowan. Albo inaczej — matematyke
mozna stosowa¢ w bardzo wielu dziedzinach zycia codziennego, naukowego, spotecznego
— wszedzie. Ale mozna réwnie dobrze uczy¢ sie matematyki czy nawet by¢ matematykiem
i nigdy z niej nie korzysta¢ ,w dostownym znaczeniu tego stowa”. Prawda jest z reszta
taka, ze znaczna wiekszos¢ ludzi zyjacych na $wiecie nie korzysta z wiekszosci wiedzy
matematycznej jaka udato im sie ,ztapac¢” gdzies tam w szkole. I co tu duzo ukrywaé —
nic w tym dziwnego nie ma?

Gloéwnym celem nauki matematyki, poza pojedynczymi przypadkami ludzi wyjatkowo
uzdolnionych (lub spaczonych), ktérzy maja w przysziodci zostaé wielkimi matematyka-
mi, powinno by¢ wyrobienie w uczniach postawy matematycznej, nauczenie myslenia
matematycznego, ogdlnie — matematycznego podejsécia do zycia.

2.1 Jak to sie zaczeto?

Wyobrazmy sobie przez chwile, ze obserwujemy dziwny gatunek stworzen zwanych ma-
tematykami. Jak zyja? Jaki jest ich sposéb poznawania Swiata i istnienia w tym $wiecie?

Po pierwsze matematycy nieustannie obserwujg swoj $wiat. Rozgladaja si¢ — podgla-
daja wszystko i wszystkich. Pierwotni matematycy, z réznych przyczyn, byli tez mysliwy-
mi. Generalnie zabijali wszystko co si¢ rusza i potem probowali to jes¢. Po czasie odkryli



ze niektore zwierzaki tatwiej zabi¢ a inne trudniej. Jedne smakuja lepiej od drugich. Po-
jawity sie pewne zaleZnosci i wlasnosci. Szybko tez kto$ pojat (niestety jego nazwisko
nie jest znane), ze stanowczo lepiej wrécié¢ z polowania z trzema krélikami niz z jednym,
bo ... trzy kroliki to wiecej niz jeden. Pozniej ktos zauwazyt, ze cos$ niepojetego i tajem-
niczego taczy ze soba pojecia trzy kroliki i trzy krowy i nawet trzy kamienie. Co wiecej
okazalo sie, ze nie tylko lepiej miec¢ trzy kroliki niz jednego, ale tez z reguly lepiej mieé
trzy krowy niz jedna. Nagle ni z tego ni z owego pojawita si¢ abstrakcja — trzy oderwato
sie od krolika, krowy, kamienia i okazalo sie tg samag trojka. Co wiecej powstato jedno z
pierwszych twierdzen matematycznych: trzy jest lepsze od jeden. Przy czym stowo lepsze
szybko zastapiono stowem wigksze, po tym jak kolejny stynny matematyk, zaobserwo-
wal, ze wcale nie jest lepiej mieé¢ trzy potamane palce niz jeden (wie$¢ niesie, ze poza
wyraznymi zdolno$ciami matematycznymi, 6w matematyk byt nieco niezdarny).

W tym samym czasie matematycy, popychani swoim wrodzonym pragnieniem obser-
wacji sSwiata zaczeli dostrzegac rézne wiasnosci swiata w ktorym zyja. Zaczeto rozpozna-
wac ksztalty — niektore byty do siebie podobne: chociazby stonice i przeciety pien drzewa
i ksiezyc. Albo chmury ... wlasciwie to chmury byly podobne do wszystkiego (do chmur
jeszcze wrocimy).

Matematycy obserwowali i obserwowali, ale to nie wszystko. Wspomnieliémy juz o
tym, ze w pewnym momencie pojawito sie cos, co dzisiaj nazywamy abstrakcja. Trojka
oderwana od kroélika. Ot6z pewnego dnia, ktérys z matematykéw, dosé odwaznie jak na
owe czasy, stwierdzit ze wiele rzeczy mozna odkry¢ na podstawie obserwowania samej
abstrakcji. Byt to przetom. Matematyk mogt siedzie¢ w jaskini, maza¢ po $cianie jakims
kawalkiem wegla i na tej podstawie opisywaé ,,co$”. Abstrakcja rosta w site. Dwa jest
wieksze od jeden, ale mniejsze od trzech. Udato sie i w dodatku zaden krolik nie stracit
zycia aby potwierdzi¢ ten fakt. Oczywidcie pojawito sie wtedy wiele ciekawszych twier-
dzen, na ktérych opisanie nie bardzo mamy czas, bo ... bo chwile p6Zniej zaobserwowano
co$ duzo bardziej niesamowitego.

To ze matematyk siedzial w jaskini i pisal na nie wiele by sie zdato. Owczesni tra-
dycjonalidci zjedli by go szybko zamiast krolikow, ktore moégtbym upolowaé w czasie gdy
siedziat w jaskini. ,Co$” sie jednak okazalo, ,,co$” czego matematycy sami nie wymyslili,
,cos8” co pozostato zagadka przez calg historie Swiata matematykow. Abstrakcja, ktora
objawiata sie matematykom pewnego dnia, data sie ponownie stosowac¢! Mozna byto do-
konaé¢ obserwacji, nastepnie wyciaggnaé z tego abstrakcyjne wnioski, potaczy¢ je z innymi
abstrakcyjnymi wnioskami i innymi obserwacjami Swiata i nastepnie zastosowa¢ ponownie
w $wiecie. I (co najwazniejsze) okazalo sie, ze to dzialal

Czas mijal a matematycy wiedzieli coraz wiecej. Zaczeto dzieli¢ wiedze matematyczng
na dziaty, pojawialy sie zaczatki kolejnej, po abstrakcji, wielkiej ,,broni” matematycznej
— formalizm. Formalizm to co$ bardzo zwiazanego z abstrakcja. Chodzito m.in. o to aby
swoje obserwacje i wnioski z nich (i wnioski z wnioskow itd) zapisywaé w sposob, ktory
bytby zrozumiaty tez dla innych matematykéw. Matematycy bowiem, ktérego$ dnia na-
uczyli sie pracowa¢ w zespotach naukowych. Jednak samo zapisanie nie bylo jeszcze tym
o co chodzito matematykom. Bardzo szybko okazato sie, ze formalizm sam w sobie nadaje
si¢ do badania. Co wazniejsze, okazato sig, ze przyjecie dobrych nazw, dobrych oznaczen,
dobrych sposéb przedstawiania swoich mysli moze prowadzi¢ wrecz do szybkiego i tatwe-
go odkrycia kolejnych faktéw. Mniej wiecej wowcezas (lub nieco wezesniej) matematycy
zaczeli nazywaé swoje osiggniecia. Pojawity sie w ich jezyku takie terminy jak:

e pojecie pierwotne — czyli cos co kazdy wie czym jest, ale nikt nie wie jak to po-
wiedzie¢ i co wazniejsze — powiedzenie co to jest nic nie daje a zazwyczaj nawet



wiele psuje (takim pojeciem mogta by¢ kiedys liczba albo nawet krolik — jesli ktorys
matematyk badal akurat teorie krolikow);

e definicja — opis tego co matematyk wymyslit, np. bycie wiekszym (lub jak to powie-
dzialtby bardziej nam wspoélczesny matematyk — relacja bycia wiekszym, lub relacja
porzadkujaca);

e aksjomat — to cos$ co zachodzi i koniec — krolik jest smaczny — trzeba to przyjac
(ewentualnie mozna przyjaé¢ przeciwnie, ze krolik nie jest smaczny, tak czy inaczej
jedng z tych rzeczy warto przyjac, zeby potem ltatwiej dato sie budowaé teorie
krolikow);

e twierdzenie, fakt, wniosek — opis zaleznosci miedzy wcze$niej wprowadzonymi de-
finicjami, pojeciami, aksjomatami, a takze wnioski z wczesniej zauwazonych czy
wymyslonych twierdzen — ogoélnie wszystko to co ,wynika” z tego co wiedzieliSmy
wczesniej.

Okazato sie, ze w pozniejszej pracy matematykow, ktéra skupiata sie na wynajdywa-
niu, odgadywaniu, poznawaniu czy tez wymyslaniu nowych twierdzen byto uzasadnienze,
ktore dzisiaj nazywamy dowodem.

Dowd6d matematyczny musi spetnia¢ kilka prostych warunkéw. Dowod musi by¢ ta-
kim ,opowiadaniem”, ktore na podstawie wczesniej udowodnionych twierdzen, a takze
na podstawie definicji i przyjetych aksjomatow doprowadza nas do udowadnianego twier-
dzenia (wspolczesni matematycy mowia, ze dowdd jest skoniczonym ciagiem formul, ktére
powstaja z aksjomatow oraz z innych (wczesniejszych) elementéw tego ciagu za pomoca
regut wnioskowania, przy czym ostatnim wyrazem ciggu musi by¢ udowadniane twier-
dzenie). Wszystko brzmi troche jak masto maslane — konsekwencje sa jednak porazajace.
Okazuje sig, ze jesli juz jakis matematyki poda jakie$ twierdzenie wraz z poprawnym
dowodem to twierdzenie to jest absolutnie niezaprzeczalne. Jedyna sytuacja, gdy twier-
dzenie nie zachodzi moze by¢ sytuacja gdy dowodd pomija jakis szczegdlny przypadek —
ale wtedy oczywiscie nie jest on poprawny.

Poza tym wszystkim do rozwoju matematyki przytozyto si¢ jeszcze jedno wrodzone
pragnienie matematykéw — pragnienie uogélnienia. Kazdy matematyk prébuje uogoélnié
kazde twierdzenie. Jesli co$ wiadomo o kroélikach, to moze to samo, albo co$ bardzo po-
dobnego da sie udowodni¢ dla wszystkich zwierzatek skaczacych, albo futrzanych, albo
ogOlnie zwierzatek? Oczywiscie nie chodzi tu o glupie i bezpodstawne uogélnianie. Ma-
tematyk nie jest gtupi. Tu chodzi o ... dowody i o pytanie — ,czy da si¢ udowodnié¢
uogdlniong wersje tego twierdzenia?”, ,czy da si¢ zrezygnowac z ktéregos zatozenia?”.

Czas mija. Matematyka sie rozwija. Staje sie coraz bardziej skomplikowana i ztozona.
Na tyle zlozona, ze matematycy stwierdzaja, ze gdy zajmuja sie matematyka nie maja
czasu na nic innego. Tresci twierdzen i definicji staja sie coraz bardziej abstrakcyjne i
coraz dalej odbiegaja od krélikéw, kamieni, drzew. Korzystajac z podstawowej wtasnosci
Swiata ,opowiadan” przeniesmy si¢ w czasie do czaséw nam wspodtezesnych.

Drzisiaj matematycy badaja najrozniejsze ,dziwaczne” rzeczy jak fraktale, przestrzenie
topologiczne, funkcje rzeczywiste, grupy algebraiczne i mnéstwo innych rzeczy. Obiecatem
wczesniej, ze wrocimy jeszcze do chmur.

Okazuje sie bowiem, ze pomijajac rosnacy poziom skomplikowania matematyki, coraz
wyzszy poziom abstrakcji i dziwno$¢ nazw, nie wiele si¢ zmienito. Matematyka wciaz z
jednej strony czerpie wiele ze $wiata, a z drugiej stara si¢ ten $wiat opisywac. Przyktadem



niech beda fraktale. Fraktale to bardzo dziwne figury geometryczne. Powstaja zupeknie
inaczej niz te ,zwykle” znane powszechnie (takie jak kétko, kwadrat, linia). Najkrocej
mowige fraktale odpowiadajg jakiemus procesowi lub jakiej$ instrukcji budowania. Na
przyktad: rysujemy trojkat réwnoboczny, kazdy z jego bokéw dzielimy na pot i otrzy-
mane punkty taczymy odcinkami. Duzy tréjkat podzieliliSmy na cztery mniejsze — przy
czym jeden (ten  Srodkowy”) jest odwrdcony ,do géry nogami”. Nastepnie opisany wcze-
$niej mechanizm powtarzamy dla kazdego z tych trzech (pomijamy srodkowy) tréjkatow.
Dostajemy kolejne mate trojkaciki. Ta procedure powtarzamy ... w nieskonczonosé. Oto
przyktad bardzo prostego fraktala. C6z w tym nadzwyczajnego? Niby nic — jednak ma-
tematycy zauwazyli w tym cos wyjatkowego i siedli w swojej ,jaskini” i zaczeli myslec.
Jeden z najwybitniejszych matematykow zajmujacych sie fraktalami Benoit Mandelbrot,
twierdzi ze wtasnie geometria fraktalna pozwoli w sposéb matematyczny opisa¢ ksztat-
ty ktore przyjmuja na przykitad chmury, ktére nie sg ani kwadratami, ani kotkami, ani
kulami tylko ... fraktalami. Okazuje sie, ze bardzo wiele ,ksztaltéw” wystepujacych w na-
turze (takich jak koryta rzek, system zyl i tetnic w okolicach serca itp) daje sie opisaé za
pomocy fraktali wtasnie. Niestety nie mam juz czasu pisa¢ wiecej o fraktalach. Zaintere-
sowanych odsytam do internetu, gdzie mozna znalez¢ mnostwo informacji o matematyce
i fraktalach wtasnie.

2.2 Co dalej?

Czas teraz na kilka luznych wnioskéw. Mozna sie z nimi zgodzi¢ badz nie. Zapewne nie
wszystko co chciatem udalo sie przedstawié¢ tak jak powinno to byé¢. Chodzito jednak
gtownie o to, aby uswiadomi¢ sobie kilka podstawowych rzeczy. Po pierwsze: matematyka
wyrosta z obserwacji swiata. Po drugie: matematyka zyskalta swoja site dzieki (by¢ moze
pozornemu) oderwaniu sie od wszelkiego zastosowania. Matematyka ma silny zwigzek z
abstrakcja. Po trzecie: jakkolwiek matematycy by sie nie starali, ta ich abstrakcja przydaje
si¢ do opisywania rzeczy, o ktérych sami matematycy czasem maja mato pojecia. I co
gorsza robi to zaskakujaco dobrze! Po czwarte w koncu: matematyka to nie liczenie. Jak to
ktos powiedzial kiedy$: matematyk to nie kalkulator. Matematyka to raczej budowanie w
okreslony sposéb swoich my$li. Uktadanie ich w jedno duzo ,,co$”. Wyciaganie wnioskdéw z
wczesniej zdobytych informacji. Kojarzenie faktow... i dowodzenie. Matematyka to takze
rozwigzywanie probleméw. Chociaz moze nasza historia o tym zbyt duzo nie moéwita.
Wyobrazmy sobie naszych poczatkujacych matematykow, ktorzy po wynalezieniu relacji
porzadkujacych i liczb naturalnych oraz kilku innych abstrakcyjnych tworow zaczynaja
zastanawiac si¢ jak to zrobi¢ aby polowaé lepiej, aby mie¢ wiecej jedzenia, lepsze skérzane
ubrania itd. T'worzg strategie, plany, liczg zyski, straty, szacujg swoje szanse. Moze lepiej
nie atakowac¢ bizona albo mamuta bo nas stratuje — moze lepiej napada¢ na kroliki. A
moze jesli liczba atakujacych bedzie odpowiednio duza optaca sie jednak zabi¢ mamuta?
Matematyka.

Oczywiscie dzisiaj wszystkie te rozwazania wydajg sie nam banalne. Kazde dziecko
je zrozumie. Kazde? Czy tylko te ktére ucza sie matematyki? O nauczaniu stéw kilka
jeszcze sie pojawi. Chciatbym jednak najpierw skupié¢ sie jeszcze na dwoch przyktadach
pewnych problemoéw, ich rozwigzan i tego co z tych rozwiazan wynikto.



2.3 Przyklady

Liczby pierwsze Teraz natomiast chcialbym opowiedzie¢ o dwdch innych przypad-
kach zastosowania w praktyce dziwactw matematykéw. Dawno temu, gdy nie byto jeszcze
komputeréow, matematycy przescigali sie w wymyslaniu bardzo duzych liczb ktére byty
pierwsze. Liczba pierwsza to taka liczba catkowita, ktora dzieli sie tylko przez siebie i
przez 1. Liczby takie jak: 2,3,5,7,11,13,17,19 sg liczbami pierwszymi, natomiast liczby
takie jak 4,6,8,9,10 pierwszymi nie sg. Najprostszym sposobem sprawdzenia czy jakas
liczba jest pierwsza czy nie jest sprawdzenie czy dzieli si¢ bez reszty przez jakas liczbe
mniejsza od siebie, ale wigksza od 1. Ten sposob wymyslit juz starozytny grek Eratoste-
nes. Niestety dla liczb duzych, naprawde duzych jest to sporo liczenia. Zabawa wydawata
sie wiec catkiem ciekawa. Znalez¢ jaka$ duza liczbe (wieksza niz kolega) i udowodnié, ze
jest pierwsza (najlepiej jeszcze bez potrzeby wykonywania milionéw dzielenn na kartce).
Matematycy lubig sie bawié¢, wiec sie bawili. Co wiecej, duzo radosci sprawial im fakt, ze
wyniki tej zabawy wydaja sie catkowicie, zupelnie i definitywnie pozbawione jakiegokol-
wiek sensu i przydatnosci. Jak zwykle w opowiadaniach ... mijat czas. I nagle, pewnego
dnia inny matematyk wpadtl na szalony pomyst, ze liczby te moga sie do czegos przydac.
Dzisiaj tak naprawde trudno sobie wyobrazi¢ swiat bez tych liczb, chociaz wigkszo$¢ z
nas zupekie o tym nie wie. Sg one bowiem podstawg wielu algorytméw szyfrowania da-
nych, ktére umozliwiajg chociazby funkcjonowanie internetu: dokonywanie zakupéw czy
transakcji bankowych, czy chociazby mozliwo$é¢ transmisji rozmow przez telefon komor-
kowy, tak zeby sasiad nie podstuchiwat. Tak oto od zabawy matematykow przeszlismy
do podstawowego narzedzi Swiatowych armii oraz technologii teleinformatycznych.

Pociag Drugi przyktad bedzie mniej rewolucyjny i wyszukany. Chciatbym jednak roz-
wigzaé chociaz jedno zadanie w ramach tego tekstu. Oto tres¢ zadania.

Zadanie 1. Pociagg w ciagu 4 godzin przejechat droge 320 km. Udowodnij, ze w ciggu
godziny pociag przejechat 80 km.

W zadaniu chodzi o to, aby udowodni¢, ze w czterogodzinnym przedziale czasu, po-
wiedzmy od 10:00 do 14:00 znajdziemy przynajmniej jeden taki moment, na przyktad
11:54, ze w czasie od 11:54 do 12:54 pocigg przejdzie doktadnie 80 km. O pociggu nie
wiemy nic. Nie wiemy, czy na przyktad nie miat postoju od 11:00 do 13:30. Nie wiemy
czy mial staty czy zmienna predkos$¢. Nie wiemy czy zmieniatl kierunek swojego ruchu,
czy stawal na stacjach czy nie. Wiemy tylko tyle ile podano w tresci. Okazuje sie, ze bez
wzgledu na to wszystko czego nie wiemy, mozemy ponad wszelkg watpliwos¢, udowodnic,
ze na pewno taki moment daje sie znalezé. Oczywiscie nie jesteSmy w stanie doktadnie
powiedzie¢ kiedy w ciggu tych czterech godzin ten moment sie zdarzy i czy bedzie tyl-
ko jeden taka godzina czy wiecej. (Pociag mégt jechaé przeciez z predkoscia doktadnie
80km/h i wtedy w dowolnej godzinie przebywa 80km. Mégt jednak staé przez 3 godzi-
ny a w ciagu czwartej poruszaé sie z zawrotng predkoscia 320km/h. Nic to nam jednak
nie przeszkadza. W obu tych sytuacjach da si¢ podaé¢ taki moment od ktérego, przez
godzine, pociag przebedzie doktadnie 80km). Ponizej zamieszczam czysto matematyczne
rozwiazanie tego problemu:

Rozwiazanie: Niech funkcja f: [0,4] — [0, 320], przypisuje czasowi t liczbe kilometréw
ktore pociag przebyt w czasie ¢t godzin od startu. Oczywiscie f jest funkcja niemalejaca,
f(0) = 0 oraz f(4) = 320. Funkcja f jest réwniez funkcja ciagla. Zdefiniujmy teraz inng



funkcje g: [0, 3] — R, dana wzorem:
g(t) = f(t+1) = f(t).

Funkcja g jest dobrze okreslona, dla zadnego t z przedziatu [0, 3] nie bedzie problemu z
wyliczeniem wartosci funkcji g. Funkcja g ,mowi” nam ile kilometrow przejedzie pocigga
w ciggu jednej godziny poczynajac od czasu t. Ze wzgledu na ciggtosé funkeji f, funkcja
g roéwniez jest ciagta.

Wystarczy pokazaé, ze dla pewnego t € [0, 3] zachodzi g(t) = 80. Aby to pokazad,
bedziemy chcieli skorzystaé z tego, ze funkcja g posiada wlasnosé Darboux (czyt. darbu).
Wiasno$¢ ta méwi, ze jesli funkcja ciagta okreslona jest na zbiorze spéjnym (czyli takim
ktory ma ,jeden kawatek” — przedzial [0, 3] jest ,jedynym kawalkiem”, a zbiér [0, 3] U
[5,7] juz nie) i dla pewnych argumentéw przyjmuje jakie$ dwie rézne wartosci, to na
pewno przyjmuje tez wszystkie wartosci posrednie. (Fakt ten jest do$¢ oczywisty jesli
rozpatrujemy to na konkretnych przyktadach — jesli mierzymy temperature powietrza
i rano wyjdzie nam 15° a w potudnie 20° to wiemy, ze gdzie§ tam w czasie od rana do
potudnia byt moment, ze temperatura wynosita 17.5°,19.9° itd. Matematycy to zauwazyli
i stwierdzili Ze jest to ogdlna wtasno$¢ funkeji ciagltych.) Musimy wiec pokazaé, ze dla
jakiegos t wartosé g(t) jest wieksza od 80, oraz ze dla jakiego$ (innego) t wartosé ta jest
mniejsza od 80.

Zatézmy wiec najpierw, ze dla kazdego ¢ z przedziatu [0, 3] warto$¢ g(t) jest mniejsza
od 80. Rozwazmy sume:

9(3) + g(2) + g(1) + 9(0) =

ktora z definicji funkcji g rowna jest:

=)= FB)+f3) = fQ)+ f(2) - f(1) + f(1) = f(0) = f(4) — £(0).
Z definicji funkcji f wiemy f(0) = 0, mamy wiec, ze:

9(3) +9(2) + g(1) + g(0) = f(4).

Wiemy réwniez, ze f(4) = 320, no ale zalozylismy, ze dla kazdego ¢ € [0, 3] wartosé¢ g(t)
jest mniejsza od 80, czyli suma ¢(3) + g(2) 4+ g(1) + ¢g(0) nie mogtaby wtedy réwnaé sie
320. Zatozenie, ze dla wszystkich ¢ ¢g(t) < 80 prowadzi do sprzecznosci, czyli musi istnie¢
przynajmniej jedno ¢ dla ktérego g(t) > 80.

Zatézmy wiec, ze dla wszystkich ¢ wartos¢ g(t) jest wieksza od 80. Rozwazmy ta sama
sume co poprzednio. Z jednej strony g(3) + ¢g(2) + ¢g(1) + ¢(0) musi réwnaé sie 320, z
drugiej, jesli dla kazdego ¢ g(t) > 80 to na pewno ta suma jest wieksza od 320 (bo mamy
sume czterech liczb, z ktérych kazda jest wigksza od 80). Zaltozenie, ze dla wszystkich ¢
g(t) > 80 réwniez prowadzi do sprzecznosci. Mamy stad, Zze musi istnie¢ przynajmniej
jeden punkt w ktérym g(t) < 80.

W ten sposéb udowodnilismy, ze istnieja dwa punkty — w jednym warto$¢ funkeji g
jest mniejsza lub réwna 80, w drugim jest wieksza lub réwna 80. Z wtasnosci Darboux
wiemy wiec, ze musi istnie¢ punkt posredni, w ktéorym warto$¢ wynosi doktadnie 80, co
konczy dowdd.

Zadanie, ktore z poczatku wydawalo sie dos¢ proste i prozaiczne, poprowadzito nas
do rozwazania dos¢ dziwnych i nietypowych rzeczy — zdefiniowaliémy dwie funkcje, po-
wiedzieliémy o zbiorach spojnych, funkcjach cigglych i wlasnoéci Darboux. To do$¢ duzo.
(Zadanie pochodzi ze zbioru zadan dla studentéw II roku matematyki.) Jednak, o ile jesz-
cze cokolwiek rozumiesz drogi czytelniku, przedstawienie tu tego rozwigzania. Po pierwsze



zauwazmy, ze rozwigzanie jest niepodwazalne. Jakikolwiek pomyst na wymyslenie pocia-
gu ktorych w jaki§ magiczny sposob nie spelnit by warunkéw zadania skazany jest na
niepowodzenie. Moga mijaé¢ lata, zmieniaé¢ sie koncepcje, poglady, pociagi ... rozwigza-
nie pozostanie dobre. Po drugie — mogli bySmy nie wiedzie¢ nawet jak wyglada pociag
aby rozwiaza¢ to zadanie. W sumie to nawet nie wiemy na dobrg sprawe o jaki pociag
chodzi. Mogli byémy w ogole nie wiedzie¢ c6z to jest ten pociag. Wystarczy wiedziec,
ze jezdzi. I wlasnie o to chodzi w matematyce. Rozwiazalismy problem. Podalismy jasna
odpowiedz. Odpowiedz jest niepodwazalna, a rozwigzanie — przynajmniej dla oséb ktore
znajg wszystkie uzyte fakty i definicje, jest zrozumiate.

2.4 Podsumowanie

Chciatem w tym wielkim wywodzie powiedzie¢ tak naprawde jedno zdanie. Matematyka
jest bardzo wazne, piekna i ciekawa — matematyka jest wszedzie. Cho¢ na pewno w
sensie matematycznym ani jakimkolwiek innym nie udowodnitem tego tutaj. Ponadto na
pewno trudno Ci drogi czytelniku przyjaé te stowa bezkrytycznie (no chyba ze studiujesz
matematyke), bo ... chodzites zapewne do szkoty.

3 Nauczanie matematyki — czyli o tym co nie wyszto
matematykom

Odkad pamietam z naukag matematyki byt problem. Gdy bytem dzieckiem bardzo matym
problem moze nie byt jeszcze za wielki. Ale byl. Z matematyki byly prace domowe,
ktore trzeba byto rozwiazywac. Nikt nie lubi prac domowych. Potem zaczeto sie gorzej.
Bo matematyka byta coraz trudniejsza, a ja coraz bardziej leniwy. Nie miatem wielkich
problemoéw z naukg tego przedmiotu, ale ... jak to wiekszosci, nie bardzo mi sie chciato.
Potem gdy juz zaczalem cho¢ troche ,na powaznie” umie¢ matematyke, problem zmienit
swoj charakter. Okazato sie bowiem, ze ludzie wokot mnie majg z ta matematyka mnostwo
probleméw. Uczniowie (moi i nie moi) bali sie sprawdzianéw i zaliczen. Narzekali w kétko:
»,a po co mi to”. Znajomi nauczyciele czy wyktadowcy narzekali, ze uczniowie i studenci
nic nie umieja i ,jak tu uczy¢ takich baranow”.

Z matematyka byt problem. I jest nadal. Chociaz zdarzaja sie zaré6wno dobrzy ucznio-
wie jak i dobrzy nauczyciele, ogélnie nie jest to zbyt popularna dziedzina wiedzy. Nie
dos¢, ze wszyscy narzekaja to jeszcze prawie nikt nie wie jak si¢ uczy¢ i jak uczy¢. Albo
moze nieco inaczej. Wymyslono pewna metode.

3.1 Btledne kolo

W pierwszym rozdziale, pisalem o tym jaka to matematyka jest wyjatkowo ciekawa i
przydatna. Jak to ksztattuje tworcze myslenie, rozwigzywanie probleméw itd. Potem na-
pisatem, ze pewnie mi nie wierzysz. Dlaczego? Bo matematyka ktorg wynosimy ze szkoty
wyglada ,nieco” inaczej.

Oczywiscie pojawiaja sie zadania do rozwigzania. Pojawia sie jakas tam abstrakcja
(bo nikt nie wie o czym mowa). Pojawiaja sie tez ,sposoby rozwiazania”. Brakuje jednak
czesto myslenia.

Pojawia si¢ tu zjawisko ,blednego kota”. Skad sie¢ ono bierze. Postawmy si¢ w sytu-
acji nauczyciela. Zaczyna prace i ma wizje — moje lekcje bedg inne. Bedziemy tworczo



mysle¢ nad ciekawymi problemami. Zaczyna te lekcje. Prowadzi jedng, druga, trzecig
— opowiada o kilku rzeczach na raz, sypie anegdoty i ciekawostki — ,zacheca uczniow
do tematu”. Uczniowie stuchaja (albo i nie) nieco zdziwieni. Potem przychodzi czas na
pierwszy sprawdzian ... (szok) ... i od nastepnej lekcji ton sie zmienia: ,zadanie pierwsze:
policz log,; 49”. Nastepny sprawdzian ... i co? Jest duzo lepiej. Uczniowie nie musza za
duzo mysle¢. Maja wzory, majg gotowe schematy — biorg kartke, w domu ucza sie jej
na pamie¢é, na sprawdzianie stosuja i gra. Mozna wpisa¢ tadne oceny na koniec roku i
wszystko jako$ idzie.

Ostatnio rozmawiatem z pewnym wyktadowca, ktory prowadzi przedmiot zblizony do
matematyki — polegajacy na stosowaniu podejscia matematycznego do $wiata finanséw
i ekonomii. On dziwil sie, dlaczego matematycy na ¢wiczeniach na jego wydziale robig
takie ,gtupie” zadania w stylu: ,policz wyznacznik macierzy 3 x 3”. ,Przeciez to si¢
liczy na komputerze”. Pewnie ma duzo racji — tak naprawde wszystko da sie policzy¢ na
komputerze. Ale znowu btedne koto. Liczenie jest proste. Zazwyczaj gtéwnym problemem
jest co mam policzyc. Tylko, ze kto zaliczytby matematyke na zarzadzaniu, gdyby trzeba
byto caly czas tam mysle¢? Bledne koto.

Dlaczego koto? To chyba zta nazwa. Ten proces gdzie$ tam musi mie¢ swbj pocza-
tek. Zapewne (nie chee tutaj nikogo oskarzac) dzieje sie to w pierwszych klasach szkoty
podstawowej. To moja osobista teoria, ale by¢ moze w pewnym momencie u wiekszosci
uczniow dochodzi do swoistej blokady. By¢ moze dla wigkszosci réwnania liniowe z jedna
niewiadomg stanowig zbyt duzy poziom abstrakcji... i zamykaja sie. To zamkniecie trwa
potem cale lata, az do chwili gdy wreszcie matematyka znika. Owszem mozna si¢ dalej
uczy¢, zapamietaé, zda¢ i zapomnie¢ — ale zrozumie¢ juz trudno.

3.2 Czy cos$ da sie zrobic¢?

Perspektywy nie sg zbyt dobre. W szkotach coraz mniej czasu poswieca sie¢ na nauki
Sciste (z roku na rok jest coraz mniej godzin i to jest fakt). Matura i wszelkie egzaminy
z matematyki majg wielu przeciwnikow, bo oczywiscie to oznacza wiele niezaliczen. A
przeciez osoby ktore decyduja o ksztalcie edukacji to byli uczniowie i ... zazwyczaj wcale
nie matematycy z wyksztalcenia (wiec swoje wspomnienia maja tez nie najlepsze).

Ale na pewno wiele da sie zrobi¢. By¢ moze nalezaloby w ktéryms momencie na-
uki potraktowa¢ edukacje matematyczng bardziej indywidualnie — tzn. zrobi¢ np. trzy
poziomy zaawansowania i dzieli¢ uczniéw, niezaleznie od przynaleznosci do klasy, na gru-
py matematyczne. To, wraz z zwigkszeniem liczby godzin i wprowadzeniem obowiazku
matury z matematyki, moim zdaniem pomogto by wiele. A skutki takich zmian widaé
bytoby nie tylko w poziomie samej matematyki jako takiej. Jeszcze raz wroémy do idei —
matematyka to gtéwnie sposdb myslenia i patrzenia na $wiat.

4 Zakonczenie

Coéz moge napisa¢ na koniec. Warto, niezaleznie od wieku i zawodu uczy¢ sie matematyki
—tej ,,prawdziwej”, ktora jest wszedzie. Warto ja umie¢. Warto przekazywac i ksztattowac
w swoich dzieciach i wychowankach zamitowanie do matematyki (ktére weale nie wyklucza
zapatrywan humanistycznych — wiekszos¢ stynnych matematykow byta réwniez filozofami,
teologami, pisarzami, artystami itd). Poza tym warto korzysta¢ z dorobku matematykéw.
Zyjemy w bardzo uprzywilejowanych czasach w historii $wiata. Zyjemy w erze ogdlnie
dostepnej wiedzy ... informacji. Internet jest peten rowniez matematyki!



A Co$ jeszcze o matematykach — nie do konca po-
waznie

Oto kilka historii na zakonczenie. Matematyk z fizykiem wyjechali na konferencje nauko-
wa i spali w jednym pokoju hotelowym. W nocy wybucha pozar. Obaj budzg si¢. Fizyk
wyskakuje z t6zka, chwyta gasnice, kopem otwiera drzwi i wybiega do wyjsécia ewakuacyj-
nego torujac sobie droge gasnicg. A matematyk ... zasypia dalej spokojnie — ,,problem ma
rozwigzanie” .

Kilka oséb lecialo w balonie i zabtadzili. Nagle widza ze na polu pod nimi idzie ja-
ki§ cztowiek. Krzycza wiec do niego: — Gdzie jestedmy?! Czlowiek na to: — W balonie.
Pasazeréw balonu ,zatkato”. Po chwili jednak jeden zrezygnowanym gltosem méwi: — To
matematyk. — Dlaczego? — pytaja inni. — To proste. Udzielit bardzo precyzyjna odpowiedz,
ktora w dodatku jest niepodwazalna i ... zupelnie bezuzyteczna.

Gdzie$ daleko daleko, odbywaly si¢ dziwne zawody. Zadaniem uczestnikéw byto, nie
uzywajac narzedzi wyjac z deski dwa wbite gwozdzie. Jeden gwo6zdz byt wbity do potowy,
a drugi catkowicie. Do zawoddéw staneli rézni ludzie wsréd nich byt tez matematyk. Jego
zachowanie zdziwito wszystkich. Strasznie sie nameczyl, tracac wszystkie paznokcie i
kilka zeb6éw nad wyciagnieciem gwozdzia whitego catkowicie. Wyciaggnat. A nastepnie ...
zadowolony wbit drugi gwézdz do konca i powiedzial: — No to sprowadzitem problem do
problemu juz wcze$niej rozwazanego.

Zobacz tez:

http://meteor2017.fm.interia.pl/teksty/dowcipy_matematyczne.html,
http://math.one.pl/bajka.php,

http://psyborg.rpg.pl/fun.php?t=grafy.inc,
http://gamma.im.uj.edu.pl/complex2001/cd2005mat/mat/ciekawostki/studenci/ra/
rozm_abs.htm.



