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Wstep

Niniejsza praca poswiecona jest zastosowaniom fragmentéw teorii falek (ang. wavelet the-
ory) w algorytmach numerycznych, a konkretnie do aproksymacji rozwigzania wybranego
réwnania rézniczkowego. Podstawy teorii falek, potrzebne do zrozumienia dalszego tekstu
zawarto w rozdziale pierwszym. Réwnaniem rézniczkowym ktérego rozwigzanie bedzie-
my aproksymowac¢ jest dwuwymiarowe, stacjonarne réwnanie Naviera-Stokesa rozwazane
na kwadracie [0, 1]2.

Réwnanie Naviera-Stokesa, wywodzi si¢ z fizycznych modeli zachowania cieczy (abs-
trahujemy w tej pracy od fizycznego sensu réwnania) i ma liczne praktyczne zastosowania
w réznych gateziach przemystu i nauki. Jest ono réwniez bardzo znane z powodu pro-
bleméw jakie niesie poszukiwanie rozwigzania lub jego aproksymacji. Dlatego tez jest
tematem wielu badan i publikacji naukowych z zakresu metod i algorytméw numerycz-
nych.

Nasze postepowanie prowadzgce do sformufowania i zaimplementowania algorytmu
wyliczajgcego aproksymacje powyzszego zagadnienia przebiega¢ bedzie w nastepujacy
spos6b. Najpierw wybierzemy pewna funkcje skalujaca, ktéra bedzie podstawa do zbudo-
wania tzw. analizy wielorozdzielczej, czyli ciaggu podprzestrzeni domknietych przestrzeni
wszystkich funkcji catkowalnych z kwadratem okreslonych na odcinku [0, 1] zerujacych sie
na jego brzegu wraz z pochodng. W celu budowy wspomnianej analizy wielorozdziel-
czej zajmiemy sie konstrukcja zmodyfikowanych bazowych funkgji brzegowych — opis tej
konstrukcji znajduje sie w pierwszej czesci rozdziatu [2 Majac zdefiniowang analize wie-
lorozdzielcza na odcinku, konstruujemy na jej podstawie analize wielorozdzielczg funkcji
okreslonych na [0, 1]? spetniajgcych warunek brzegowy i warunek zerowej dywergencji za-
warte w ukltadzie Naviera-Stokesa. Wéréd tych funkcji poszukujemy rozwigzania réwnia.
Druga cze$¢ rozdzialu drugiego zawiera sformutowanie ukltadéw réwnan liniowych na
wspotczynniki bazowe rozwigzania przyblizonego. Proponowany przez nas schemat roz-
wigzania zagadnienia wejSciowego polega na sformutowaniu i rozwigzaniu ciggu uktadéw
liniowych. Granica tego ciggu stanowi aproksymacje poszukiwang dla zadanego poziomu
rozdzielczosci. Pod koniec drugiego rozdziatu dowodzimy twierdzenie méwigce o tym, ze
wraz z podnoszeniem rozdzielczosci (sterowanej przez parametr zwyczajowo oznaczany
przez j) aproksymacja zbliza si¢ do rozwigzania wtasciwego.

Znaczna wiekszo$¢ tekstu rozdziatu drugiego opiera sie o artykut [16]. W stosunku
do tekstu oryginalnego poczyniono jednak kilka poprawek. W szczegélnosci w uwadze
pokazano w jaki sposéb stosowa¢d algorytm dla réznych wartosci parametru liczbo-

wego v. Ujednolicono réwniez niejasne oznaczenia pochodnych. Znacznej przerébce ulegt
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rowniez dowdd twierdzenia ktory stal sie bardziej zrozumialy (i kompletny!) dzieki
wprowadzeniu lematu

Rozdzial trzeci po$wiecony jest implementacji prezentowanego algorytmu. W jego
pierwszej czedci prezentowana jest modyfikacja, cytowanego w rozdziale drugim, algo-
rytmu, ktéra pozwala w znacznym stopniu ograniczy¢ liczbe catek potrzebnych do wyli-
czenia wspolczynnikéw ukladu réwnan. Zastosowanie tych modyfikacji pozwala uzyskaé
stalg, niezalezng od poziomu rozdzielczosci, liczbe catek potrzebnych do zbudowania ma-
cierzy gléwnej uktadu i dodatkowo ufatwia budowanie tych macierzy dla wyzszych po-
zioméw rozdzielczosci w oparciu o poziomy nizsze. Prezentowana implementacja, dzieki
zastosowanym optymalizacjom moze skorzysta¢ z dokladniejszych typéw danych (liczb
wymiernych o dtugosci ograniczonej jedynie rozmiarem pamieci komputera) utrzymujac
przy tym akceptowalny czas dziatania. Przykladowe wyniki wraz ze zmierzonym czasem
wykonania zaprezentowano w rozdziale

Wyniki zawarte w rozdziale trzecim sg przedmiotem dalszych badani prowadzonych
przez autora. Ich rozszerzona i uogélniona wersja zostanie zgloszona do publikagji jako

artykul naukowy.




ROZDZIAL 1

Podstawy teorii falek

W tym rozdziale przedstawimy podstawowe definicje i fakty teorii falek uzywane w dalszej
czesci pracy. Znaczna wiekszo$¢ informacji zostata zaczerpnieta z [15]. Dla ustalenia uwagi
i uproszczenia cala teoria zostala zaprezentowana w kontek$cie przestrzeni funkcyjnej
Ly(R). Wszystkie pojecia daja si¢ jednak uogdlni¢ na niektére inne przestrzenie funkcyjne.
W dalszej czeéci pracy korzystamy z takich uogodlnieni, konstruujgc na przyktad analize

wielorozdzielczg dla pewnej podprzestrzeni przestrzeni Lo ([0, 1]).

1.1. Analiza wielorozdzielcza i funkcja skalujaca

Definicja 1.1 (analiza wielorozdzielcza). Analiza wielorozdzielcza nazywamy ciag (V;);cz

domknietych podprzestrzeni Ly(R) spelniajacy nastepujgce warunki:
a)...cV,cVyzcWhc..,

b) spanlUjes V; = La(R),

c) ﬂjez Vi ={0},

d) f € V; wtedy i tylko wtedy, gdy f(277-) € Vi,

e) f e Vp wtedy i tylko wtedy, gdy f(- —m) € Vy dla wszystkich m € Z,

f) istnieje funkcja ® € Vp, taka, ze uktad {®(- — m)},,cz jest bazg ortonormalng w V4.

Definicja 1.2 (funkcja skalujaca). Funkcja ® z ostatniego punkt definicji analizy wielo-
rozdzielczej nazywana jest funkcja skalujacg (lub ,falka ojcem” od angielskiego , father

wavelet”).

Uwaga 1.3. Oczywiscie dla kazdej analizy wielorozdzielczej istnieje nieskoriczenie wiele
funkgji skalujgcych. Jesli bowiem @ jest pewng funkcjg skalujacg danej analizy, to rowniez
®(- —m) dla m € Z jest funkcja skalujaca. Nie oznacza to jednak, ze samo poszukiwanie
funkgji skalujacej jest proste. Okazuje sie jednak, ze w definicji analizy wielorozdzielczej

mozna zamieni¢ punkt f) na réwnowazny warunek f’) postaci:

t’) istnieje funkcja ® € Vj taka, ze uklad {®(- — m)}nez jest bazg Riesza w Vj.
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Réwnowazno$é¢ warunkow f) i £) wynika z faktu, ze baza ortonormalna jest réwniez baza

Riesza dla ¢ = C' =1 oraz z nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie 1.4. Zalézmy, ze & € Lo(R) jest takg funkcjg, ze {®(- — m)}mez jest bazq Riesza
w Vp := span{®(- — m)}mez. Istnieje wtedy funkcja 1 € Vp taka, ze {®1(- — m)}mez jest bazg

ortonormalng w Vj.

Podsumowujac, aby sprawdzié, ze ciag {V;} ez podprzestrzeni domknietych przestrze-
ni Ly(IR) tworzy analize wielorozdzielcza wystarczy sprawdzi¢ warunki a)-e) oraz ). Majac
funkcje ® spelniajacg warunek f’) mozna uzyska¢ wzér na @1, ktéra spetnia f). W praktyce
jednak czesto wygodniej jest pracowaé z funkcjg ¢ (méwimy wtedy o analizie wieloroz-
dzielczej Riesza), zwlaszcza gdy posta¢ funkcji @ jest duzo ,prostsza” niz ®; (tak jest na
przyklad w przypadku bazowych funkgji gietych, ktérych uzywac bedziemy w dalszych
rozdziatach).

Z powyzszych definicji wida¢ wyraznie, ze funkcja skalujgca w pelni okre$la analize
wielorozdzielczg (ortonormalng lub Riesza). Znajac bowiem funkcje skalujaca, znamy
réwniez baze Vp wiec w rezultacie znamy calg tg przestrzeni. Z warunku d) definicji analizy
wielorozdzielczej wiemy wiec dokladnie jaka jest posta¢ wszystkich innych V;.

Ponizszy fakt, bedacy prostym wnioskiem z definicji, okaze sie podstawg konstrukcji

przedstawionej w nastepnym rozdziale.

Fakt 1.5. Jesli ® jest funkcjg skalujgcq pewnej analizy wielorozdzielczej, to istniejg liczby hy, dla
k € Z, takie, ze:

D(x) = h®(2z — k). (1.1)
kEZ

Dowéd. Na mocy definicji ® € V3, a stad ®(z/2) € Vp. Z warunku f) lub f’) mamy wiec,
ze istnieja hy, dla k € Z takie, ze:

O(x/2) =D hyp®(x — k),
keZ
a stad (podstawiajac x := 2z):
D(x) =Y h®(2x — k).
keZ
O
Roéwnanie nazywamy réwnaniem skalujagcym. W przypadku, gdy funkcja skaluja-

ca ® ma zwarty noénik, prawie wszystkie (wszystkie poza skoriczong liczbg) wspoétczynniki

hi sa réwne zero.




Rozdziat 1. Podstawy teorii falek

1.2. Falki

Definicja 1.6 (falka i baza falkowa). Falka (lub ,falka matka” od ang. ,mother wavelet”)
nazywamy funkcje ¥ € Ly(R) taka, ze rodzina funkgji:

U =220(2 - —k),

gdzie j,k € Z, jest baza ortonormalng przestrzeni Ly(R). Zbiér {¥;};rez nazywac

bedziemy baza falkows.

Uwaga 1.7. W dalszym tekscie przyjmujemy konwencje, ze symbol f;;, gdzie f jest

dowolng funkcjg, ma takie znaczenie jak w definicji falki.

Termin falka (ang. wavelet) poczatkowo zwigzany z podanym wyzej konkretnym po-
jeciem, zaczal obejmowaé swoim znaczeniem caly teori¢ zwigzang z konstrukcjg, analizg i
zastosowaniem ukladéw falkowych, analiz wielorozdzielczych i innych podobnych obiek-
towll]

Istnieje wiele powigzant miedzy analiza wielorozdzielcza a falky i baza falkowa. Za-
uwazmy bowiem, ze skoro podprzestrzenie domkniete V; i V;,1 spelniajg warunek V; C
Vj41, to istnieje podprzestrzen W; prostopadia do V; taka, ze V41 = V; @ W,. Okazuje
sie, ze w przestrzeni Wy mozna znalez¢ taky funkcje U, ze zbidr {U(- — k) : k € Z} jest
baza ortonormalng w Wy. Z wilasnosci analizy wielorozdzielczej wynika wtedy, ze zbiér
{W;k : j, k € Z} jest baza ortonormalng w Lo(R). Co wiecej istnieje dos¢ prosty algorytm
pozwalajacy na znalezienie funkcji ¥ w oparciu o funkcje skalujaca i jej réwnanie skalujace.
Dzigki temu mozna konstruowa¢ falki spetniajgce pewne dodatkowe warunki naktadajac
na funkcje skalujacg odpowiednie zalozenia.

Gléwnym zastosowaniem analizy falkowej jest poszukiwanie aproksymacji zadanej
funkcji f. Dazymy do znalezienie funkcji f; € Vj, ktére bylyby ,coraz blizsze” f wraz ze

wzrostem j. Szukajac takich przyblizen mozemy uzy¢ jednego z nastepujacych sposobéw:
a) korzystamy z réwnodci V; = Vo @ Wo @ W1 @ ... ® W;_; i otrzymujemy (dla j > 0):

fi=Y a®or+ > doxVor+ ...+ Y dim1 ki 1k,
keZ ke, ke
co interpretujemy w ten sposéb, ze startujemy z okreSlonego ,zerowego” poziomu

rozdzielczodci i dodajemy kolejne detale z wyzszych poziomdw;

b) budujemy f; z samych detali, tzn.:

Fi=> din¥ig

1<) keZ

'Spotykamy si¢ na przyklad z okresleniami ,teoria falek” lub ,analiza falkowa”.
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c) opieramy sie jedynie o funkcje skalujaca i otrzymujemy:

fi= Z kP k-

kEZ

W niniejszej pracy korzysta¢ bedziemy z ostatniej z podanych metod.

1.3. Przyklady

1.3.1. Falka Haara

Najbardziej znanym przykladem falki jest tak zwana falka Haara. Pojawila si¢ ona w

literaturze duzo wczeéniej niz sama teoria falekﬂi ma bardzo prostg postac:

1 z€[0,d)
H(z)=< -1 xé[%,l)-
0 =x¢][0,1)

Mimo tej prostoty sformulowania, dowdd zgodnosci z definicjg [1.6|jest juz doé¢ skompli-
kowanyﬁ Z wzgledu na prostote definicji i obliczeri falka Haara jest szeroko stosowana.
Na przykiad w ksigzce [9] pokazano szereg algorytméw aproksymacji rozwigzan réznego
rodzaju réwnan rézniczkowych. Niestety przy bardzo wielu zaletach falki Haara obecna
jest tez jedna bardzo znaczna wada. Wszystkie otrzymane za pomocg tej falki aproksyma-
cje, sa podobnie jak sama falka, nieciagle. Wada ta ogranicza zastosowanie falki Haara w
dziedzinie aproksymacji proceséw czy sygnalow ciaglych, nie przeszkadza jednak stoso-
wac jej w przetwarzaniu sygnatéw dyskretnych — np. w algorytmach kompresji obrazéw
cyfrowyckﬁ

Warto dodatkowo odnotowac fakt, ze funkcja skalujaca (falkg ojcem) dla uktadu falko-

wego Haara jest funkcja 1 1.

1.3.2. Funkcje giete

Definicja 1.8 (funkcja gieta). Niech a € R oraz d € N, . Funkcjg gieta rzedu d z weztami
w punktach aZ = {az : z € Z} nazywamy dowolng funkcje f: R — R, ktéra jest klasy
C9=2 oraz jest wielomianem stopnia co najwyzej d — 1 po obcieciu do kazdego z odcinkéw
[ja,(j + 1)a] dla j € Z. Przestrzenn wszystkich funkcji gietych rzedu d z wezlami w aZ

bedziemy oznaczaé S%(aZ).

?Falka Haara pochodzi z pracy opublikowanej przez A. Haara w 1910 roku, natomiast teoria falek jako

taka zaczela sie rozwija¢ dopiero na poczatku lat 80 XX wieku.
*Mozna go znalezé na przyktad w [15].
“Na stronie http://www.tomgibara.com/computer-vision/haar-wavelet mozna znalezé interaktywna

demonstracje algorytmu kompresji i dekompresji obrazu za pomocg uktadu Haara.
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Podang wyzej definicje mozna fatwo uogoélni¢ na ogélny przypadek weztéw w dowol-

nym dyskretnym podzbiorze R oraz na funkcje okre$lone na przedziale.

Uwaga 1.9. Przyjmujemy konwengje, ze przestrzen C~! oznacza przestrzen funkcji mie-

rzalnych, a C° funkgji ciggtych.

Definicja 1.10 (splot). Niech f,¢g € L;(R). lloczynem splotowym (splotem) funkgji f,g

nazywamy funkcje f * g zdefiniowang nastepujagcym wzorem:

[ * gl(z) = /R F@ = y)g(y)dy.

Definicja 1.11 (bazowe funkcje giete). Dla d = 1,2,... okredlamy funkcje Ny(x) zwane

bazowymi funkcjami gietymi w nastepujacy sposob:

(@) N1=1p,),

(b) Ngt1 = Ng =+ Np dla d > 1, gdzie * oznacza iloczyn splotowy:.

Fakt 1.12. Niech d > 2. Funkcja Nq ma nastgpujgce wlasnoci:

a) Ng(xz) > 0dla z € (0,d),

b) supp Nq = [0,d],

c) Ny € S4z),

d) Ypez Nalx — k) =1,

e) Nd(% —x) = Nd(% +z), dlax €R,

f) Ngga(x) = Na(z) — Na(z — 1).

Nastepujace twierdzenia motywujg niejako nazwe ,bazowe funkcje giete”.
Twierdzenie 1.13. Jesli f € S%(Z) oraz supp f C [0,d], to f = cN, dla pewnego c € R.

Twierdzenie 1.14. Niech w bedzie wielomianem stopnia nie wigkszego niz d — 1. Wtedy istnieje

jedyna funkcja gieta f € SUZ) taka, Ze:

oraz fljoa] = wl,1)-

Twierdzenie 1.15. Kazdg funkcje f € S(Z) mozna jednoznacznie przedstawic jako:

fx) =" axNa(z — k).

keZ

10
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Uwaga 1.16. Ze wzgledu na to, ze supp Ng(- — k) jest zwarty, w sumie w powyzszym
twierdzeniu, dla dowolnego ustalonego x jedynie skoriczenie wiele wyrazéw réznych jest

zera.

Przez S$(27 Z) bedziemy oznaczaé przestrzeri S%(27 Z) N La(R). Z wyzej wymienionych

faktow i twierdzen wynika nastepujacy fakt.

Fakt 1.17. Przestrzen S$(27 7) jest domknietq podprzestrzenig Lo(R), a uktad {Ny(-—k) : k € Z}
jest bazg Riesza w S$(Z).

Stad wynika nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 1.18. Dia dowolnego d € N przestrzenie V; := S$(277 Z), gdzie j € Z, tworzq
analize wielorozdzielczg, a funkcja Ny jest jej funkcjg skalujgcg.

Nastepny fakt podaje wzér na wspétczynniki z réwnania skalujacego funkcji Ng.

Fakt 1.19. Niech d € N... Funkcja Ny spetnia nastepujgce réwnanie skalujgce:

d d
Ng(z) =) 21d</<;> Na(2z — k).
k=0

Jak juz wspomnieliémy wczesniej istnieja ogdlne metody konstrukcji falki na bazie
funkgji skalujacej. Wiemy wiec, ze istnieja falki bedace funkcjami gietymi. Podstawy takich
konstrukcji mozna znalez¢ w [15]. Bardziej zaawansowane konstrukcje oparte o funkcje

giete mozna natomiast znalez¢ w pracy [3].

1.4. Zastosowania falek

Teoria falek znajduje szerokie zastosowanie gtéwnie w teorii aproksymacji. Zaréwno falki
jak i funkcje skalujgce tworza bazy funkcyjne pozwalajagce w prosty i efektywny sposéb
wyliczaé wspélczynniki rozwiniecia bazowego. Poza w miare oczywistymi zastosowaniami
teoretycznymi w zagadnieniach aproksymacji falki znalazlty réwniez wiele praktycznych
zastosowan.

Falki powszechnie stosuje sie w algorytmach kompresji danych (np. algorytm kompresiji
obrazéw ]PEGZOO@ algorytm kompresji filméw wideo Diracﬂ) oraz w algorytmach roz-

poznawania wzorcéw (sygnatl przedstawiany jest w formie wspoétczynnikéw rozwiniecia

*Wigcej informacji o algorytmie JPEG2000 mozna znalezé na oficjalnej stronie http://www.jpeg.org/
jpeg2000/.

°Wiecej informacji o projekcie Dirac mozna znalezé na oficjalnej stronie projektu http://dirac.
sourceforge.net/| lub na stronie http://www.diracvideo.org/| zawierajaca aktualng wersje implementaciji

tego algorytmu.
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w pewnej bazie falkowej i nastepnie przekazywany jest do algorytméw opartych np. o sie-
ci neuronowe). Podobne algorytmy stosuje si¢ réwniez w analizie nieliniowych uktadéw
dynamicznyc

W analizie i przetwarzaniu sygnaléw rozwinigto algorytmy szybkiej transforamty fal-
kowej (FWT) i dyskretnej transformaty falkowej (DWT), ktére stosowane sg nieraz jako
zamienniki popularnych techniki takich jak szybka transformata Fouriera (FFT) lub dys-
kretna transformata kosinusowa (DCT).

Coraz popularniejsze jest rowniez wykorzystanie ukltadéw falkowych w metodach
numerycznych —np. do przyblizania rozwigzan réwnan rézniczkowych lub catkowych oraz
w algorymtach wykorzystywanych w grafice komputerowej — na przyktad w algorytmach

typu ,global illumination’

"W ksigzce [2] opisano doktadnie jeden z takich algorytméw.
8Na stronie http://www.multires.caltech.edu/teaching/courses/waveletcourse/ mozna znalezé ma-

terialy do kursu ,Wavelets in Computer Graphics” organizowanego w ramach konferencji SIGGRAPH.
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ROZDZIAL 2

Podstawy teoretyczne i sformulowanie algorytmu

Algorytm prezentowany w tym rozdziale oparty jest na [16]. Sktada si¢ on z dwoéch
gtéwnych czeSci. W pierwszej, startujac z pewnej analizy wielorozdzielczej {V;} okreslonej
na prostej rzeczywistej, z funkcja skalujaca ¢ o zwartym noéniku, budujemy nowa analize

na odcinku [0, 1] dla funkcji spelniajacych warunek:

f(0) = f(0) = f(1) = f'(1) = 0.

W tym celu bedziemy przeksztalca¢ baze {¢;i : k € Z} usuwajac funkcje o noénikach
rozlgczonych z [0,1] i modyfikujac funkcje brzegowe (takie, ktérych noénik ,zahacza”
o brzeg odcinka). Funkcje, ktérych nosnik miesci sie catkowicie w [0, 1] pozostang nie-
zmienione, a z funkgji brzegowych powstang nowe funkcje gbﬁk, qﬁfk spelniajgce warun-
ki ¢f(0) = (¢5,)(0) = ¢5.(1) = (#7,)'(1) = 0. Nastepnie z tak skonstruowanej ba-
zy, za pomocy iloczynu tensorowego, zbudujemy analize wielorozdzielczag w przestrzeni
V C H}([0,1]%)? funkdji zerujacych sie wraz z pochodng na 9|0, 1]2, o zerowej dywergencji
w kwadracie [0, 1]?, w ktérej bedziemy poszukiwali rozwigzania naszego problemu.

W drugiej czesci rozdzialu, stosujemy uzyskang baze, do sformutowania i rozwigzania
ciggu zagadnienri, ktérych rozwigzania przyblizaja poszukiwane rozwigzanie problemu
Naviera-Stokes.

Wszystkie rozwazania teoretyczne w tym rozdziale przeplatane sa konkretnymi wyli-
czeniami przeprowadzonymi dla konkretnie ustalonej funkcji skalujacej () = Nu(- + 2).

Po wyliczeniu z definicji funkcji V4 i przesunieciu o 2 otrzymujemy nastepujacy

wzOr jawny:

0 z & (—2,2)
¥4t +204+5  we[-2,-1]
p(x) = Ny(z +2) = ¢ 323 —2? + 2 z € [-1,0]
jad —a? + 2 z € [0,1]
[

Na rysunku 2.1| przedstawiono wykres funkgji ¢.

W dalszych rozwazaniach w tym rozdziale, przyjmuje sie konwencje, ze ¢ oznacza
pewng , dowolng” funkcje skalujacg o zwartym noéniku, pewnej analizy wielorozdzielczej
okreslonej na prostej rzeczywistej, natomiast ¢(-) = N4(- + 2) jest konkretng wybrang

funkcja, dla ktérej prowadzi¢ bedziemy szczegétowe wyliczenia.
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Rozdziat 2. Podstawy teoretyczne i sformutowanie algorytmu
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Rysunek 2.1. Wykres funkgji ¢. Czarng kropka zaznaczono miejsca sklejern wykresow

poszczegblnych wielomianéw.

2.1. Konstrukcja funkcji bazowych na odcinku [0, 1]

Konstrukgcja przedstawiona w tym rozdziale oparta jest, poza wspomniang pracg [16], na
pracy [6].

W niniejszych rozwazaniach zakladamy, ze dana jest pewna funkcja skalujgca ¢ o
noéniku [a, b] dla pewnych liczb catkowitych a, b. Dla uproszczenia zat6zmy, ze N := b—a >

4. Wiadomo wtedy, ze funkcja ¢ spelnia nastepujace rownanie skalujace:

b
¢(a) =) huo(22 — k) (2.1)
k=a
dla pewnych liczb h;. Zaktadamy dodatkowo, ze funkcja ¢ spelnia warunki Stranga-Fixa:
™ (2km) = 0

dla k € Z\{0} i n = 0,1,...,N — 1, gdzie ¢ oznacza transformate Fourier funkcji ¢.

Mozna pokazaé, ze warunki te implikujg, ze jednomiany 1,z,...,zV !

sq kombinacjami
liniowymi funkgji ¢(z — k).

W naszym konkretnym przypadku funkgji ¢ wiadomo, ze supp ¢ = [—2, 2], wobec czego
N = 4. Nie musimy sprawdza¢ warunkéw Stranga-Fixa dla ¢, poniewaz z twierdzeri

wiemy, ze jednomiany 1, z, 22, 23 s kombinacjami liniowymi ¢(z — k). Na mocy

'Definicje i podstawowe wlasnosci transformaty Fouriera mozna znalez¢ w dodatku
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Rozdziat 2. Podstawy teoretyczne i sformutowanie algorytmu

faktu wiadomo, ze Ny(z) = St_o 27 (1) Na(22 — k), a stad mamy:

o(x) = Ny(z + 2) ﬁ:ﬂ() (2(x+2)—k) =
4 4 4
223<k)N4(2x+4—/<; 223<> 2z+2—k)=
k=0

2

2

k=—

czyli ¢ spelnia réwnanie skalujgce z wspéiczynnikami hj postaci:
=23 * dlak=-2,-1,...,2
k — k + 2 - B g ey L

Ustalmy j € Z. Rozwazmy rodzine ¢, = 2/2¢(2/z — k) dla k € Z. Niech A bedzie
takim zbiorem indekséw k dla ktérych supp ¢;, N (0,1) # 0. Zbiér A mozna rozbi¢ na
trzy podzbiory: zbiér indekséw wewnetrznych A; zawierajacy te k dla ktérych supp ¢; 1 C
(0,1), zbiér indekséw lewych Ay zawierajacy te k& ¢ Ay dla ktérych 0 € supp ¢; ) oraz
zbiér indekséw prawych Apr zawierajacy k£ ¢ A; takie, ze 1 € supp ¢; ;. Latwo mozna
pokazaéd, ze dla j > loga(b — a) wspomniane zbiory sg rozlaczne i niepuste. Opierajac
sie na podanych definicjach, korzystajac z tego, ze supp¢ = [a,b] mozemy dokladnie
wyliczyé poszczegodlne zbiory: AJL ={-b+1,...,—a—1}, AJI- ={-a,—a+1,...,27 — b},

= {2 —b+1,...,2 —a—1}.

i

I
-0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

0.7
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Rysunek 2.2. Wykresy funkgji ¢4, dla k € A} (kolor czerwony), k € Af (kolor zielony), k € A%
(kolor niebieski).
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Rozdziat 2. Podstawy teoretyczne i sformutowanie algorytmu

Na rysunku 2.2| pokazano wykresy funkgji ¢4, dla k¥ odpowiednio w zbiorach lewym,
srodkowym i prawym. Latwo sprawdzi¢, ze dla dowolnej ¢, niezaleznie od j, zbiory ,lewy”
i ,prawy” maja, tak jak pokazano to na wykresie, N — 1 elementéw.

Zbidr funkcji {¢j;, : k € AJI } nazywacé bedziemy bazg wewnetrzng przestrzeni Voj([O, 1])
funkgcji zerujacych sie wraz z pochodng na brzegu [0,1]. W dalszej czeSci zajmiemy sie
modyfikacjg funkcji o indeksach w zbiorach prawym i lewym. Zaczniemy od konstrukcji
nowych funkgji bazowych dla lewego brzegu (blisko zera). Pierwszym krokiem konstrukcji

jest zdefiniowanie nowych funkgji:

gb]’ = 2]/2 Z < > 23x+n+a)x[o’+oo)

dla k = 0,...,N — 1. Przeanalizujmy posta¢ tej funkcji dla j = 0 (bedziemy pisa¢ ¢2 ()

zamiast ¢J ()):

N-1

P (z) = Z (Z) P(z + 1+ a)X[0,+o0)- (2.2)

n=k
Poniewaz ¢ spelnia réwnanie (2.1), to réwniez ¢} daje sie rozwinagé w podobng sume.
Stosujac wzor do definicji ¢} i odpowiednio grupujac sktadniki otrzymujemy:

b—2a

Zakn¢0 (2z) + Z ﬁkn (2z —n). (2.3)

n=1—a

Mozna pokazaé, ze niezaleznie od wyboru ¢ zachodzi a%k = 27%. Algorytm wyliczania
liczb o i B mozna znalezé w [14]. W dalszych rozwazaniach beda potrzebne nam tylko
liczby o.

W przypadku naszej funkcji ¢, nowo powstate funkcje @?k majq postac:

e —2’/2Z< ) (272 + 1 — 2)X[0,100) () (2.4)

dla k£ = 0,...,3. Mamy wiec dokladnie 4 nowe funkcje (przyjmujemy j = 0 i takq sama

konwencje oznaczeni jak poprzednio):

0(z) =(p(z = 2) + @z — 1) + ¢(2) + @(x + 1)X[0,400) ()
V(z) =(p(z = 1) + 20(2) + 3p(2 + 1))X[0,400) ()
2(2) =(p() + 3p(2 + 1)X[0,400) (@)
9(x) (z +1))X[0,400) (%)
Poniewaz znamy doktadny wzér na wspétczynniki h; nie musimy korzysta¢ z zadnych

metod wyznaczania przyblizeri wspétczynnikéw a. Korzystajac z faktu, ze poszczegélne

przesuniecia ¢ sg liniowo niezalezne z definicji, mozemy wyznaczyé wspoétczynniki o
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Rozdziat 2. Podstawy teoretyczne i sformutowanie algorytmu

poprzez poréwnanie wspotczynnikéw przy odpowiednich przesunieciach. Z jednej strony
beda to wspétczynniki z réwnania (2.3), w ktérym za ¢?(27) wstawiamy rozwiniecie z

definicji :

k N-1 b—2a
S
A =3 X (ot st s @0+ 3 Hslenn). @9
n=0 s=n n=1l—a

Z drugiej strony do wzoru z definicji ([2.2) podstawiamy rozwiniecia ¢ z réwnania skalu-
jacego (2.1):

N1 /N b

O (x) = Z <k> Z hsp(22 + 21 + 2a — 8)X[0,4-0)- (2.6)

n==k s=a
W powyzszych réwnaniach wystepujg tylko kombinacje liniowe funkcji postaci ¢(2x + A).
Ze wzgledu na x|y 4o) mozemy poming¢ skltadniki gdzie A > 2 poniewaz nosniki tych
funkgcji sg rozlaczone z pétprosty [0,00). W ponizszych tabelach zestawiono wspélczyn-
niki przy poszczegélnych funkcjach wraz z liczbag A (interesujg nas tylko liczby o wiec

pomijamy wiersze z liczbami ():

A 2.6 2.5 A 2.6 2.5
—2 | h_o+ hg+ hs Q0 —2 ho + 2ho a1,0
-1 h_1+ hy 0,0 -1 h_1+42hy a0+ oq 1
0 h_os 4+ hg+ ho 0,0 0 h_o + 2hg + 3hy ay,0 + 204171
h_1+ h Q0,0 1 2h_1 + 3hy aro+3a1
Tabela 2.1. £k =0 Tabela 2.2. k=1
A 2.6 2.5 A 2.6 2.5
—2 hg @20 —2 0 as3.0
-1 hi 20+ Q21 —1 0 aso+ Qs
0 ho + 3ho o0+ 2001 + 2 0 ho azo+ 2031 + 32
h_1+3h1 | agp+ 3an1 + 3ao2 1 hi | azo+3az1 +3a32 + 33
Tabela 2.3. k =2 Tabela 24. k =3

Rozwigzujac uklady réwnan zapisane w powyzszych tabelach wyliczamy wartosci
parametrow «. Zebrano je w tabeli

W pracach [4],[1],[14] pokazano, ze funkcje ¢?,k sq na odcinku [0,277] wielomianami

N—k
DY

aby spetniony byt warunek f(0) = f’(0) = 0. Musimy wiec zapewni¢ aby nowo otrzymana

stopnia k, oraz supp ¢}, = [0

]. Naszym celem jest teraz modyfikacja funkcji qﬁ%k tak
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Rozdziat 2. Podstawy teoretyczne i sformutowanie algorytmu

Tabela 2.5. Wartoéci parametréow oy, .

Knlo 1 2 3
0|1 - - -
1
11 L - -
1 3 1
2 18 8 1 ~
1 1
3 /0 0 L}

funkcja qggk obcieta do odcinka [0,277] byta wielomianem o zerowych wspétczynnikach

przy jednomianach 1, z. Definiujemy funkcje &9 p dla j =0:
O = O — A — it

dlak =2,...,N—1. Funkcje ¢] i ¢} sa wielomianami odpowiednio zerowego i pierwszego
stopnia (na odcinku [0, 277]), wobec tego state \i, 11, mozemy dobra¢ tak aby sktadniki przy

1,z zredukowaly sie. Mozna pokaza¢, ze w ogélnym przypadku zachodza wzory:

o 0‘(2),1 Ao = 0‘8,0_“20‘(1),0
H2 = O‘(1)1_‘3‘(2)2 27 ago_o‘gz
0 k=1 g o 0 k=1 o (2~7)
- ak,1+Zi:2 QM o O‘k,o_“kal,0+zi:2 ak,i)‘i
HE = 0 0 , B>2 Ak = 0 0 , kE>2
(0% —Q « —Q
1,1 %k 0,0 %k k

Tak skonstruowane ¢ spelniaja warunek ¢9(0) = (¢7)'(0) = 0.
W naszym konkretnym przypadku funkdji ¢ musimy skonstruowaé dwie funkcje 39, 9.

Wartosci odpowiednich wspétczynnikéw g, A zebrano w tabeli

Tabela 2.6. Wspoélczynniki p, A.

k| pe Ak
3 _1
2 6
1 5
313 —%

Otrzymujemy w ten sposéb nowe funkcje:

i 11 3
Py = 09+ —f — 5@?

6

5 1
s0_ 0,20 Lo
@3-@34‘6900 5 ¥1

ktére oczywiscie spetniajag odpowiednie warunki ,znikania w zerze”.
: T .+ 70 .
Korzystajac z wzoru (2.2)) oraz z definicji funkcji ¢;, mamy, Ze:

N-1

oh(x) = arnd(z+n+a)

n=0
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Rozdziat 2. Podstawy teoretyczne i sformutowanie algorytmu

dlak =2,..., N—1ipewnych wspétczynnikéw ay, ,,. Definiujemy nowe funkcje bazowe dla
lewego brzegu ¢% eliminujac z powyzszej sumy funkcje ¢(z + a) (ktéra dla odpowiednio

duzych j bedzie funkcja ,wewnetrzng”):

SE(x) = Bp(a) — EE2OG0(0),

a2.0
dla k=1,..., N — 3. Tak otrzymane funkcje s3 kombinacjami funkcji ,lewych”:
N—-1
oF () = Zbéngb(w%—n—l—a), dlak=1,...,N -3, (2.8)
n=1

Ak42.0

o a2, Funkcje ¢¥ spetniajg warunki ¢F(0) =

przy czym zachodzi wzor: b,ﬁn = Qk42,n —
(¢£)'(0) = 0. W ten sposéb zdefiniowali$my bazowe funkcje ,lewe” dla j = 0. Dla j > 0

definiujemy je nastepujaco:

¢ (x) = 229k (2z), dlak=1,...,N —3.

7,
Warto zauwazy¢, Zze niezaleznie od j mamy zawsze N — 3 brzegowych funkcji bazowych
po lewej stronie.
W przypadku funkgji ¢ dgzymy do otrzymania dokladnie jednej funkcji brzegowej o7
Wspétczynniki ay, , potrzebne do jej wyliczenia mozemy tatwo wyliczy¢ z wzoru ([2.2) oraz

réwnania skalujacego. W tabeli [2.7| zebrano wartosci tych wspétczynnikow.

Tabela 2.7. Wspotczynniki ag,

E\n| 0O 1 2 3
11 1 1 1

2 1% 3 "% 3
5 1 1 1

3 16 3 ~6 3

Na bazie wyliczonych wartosci ay, , wyznaczamy trzy wspoétczynniki bén. W ten sposéb
mozemy przedstawi¢ funkcje ¢ w postaci:

Ph(w) = Zplw— 1) — () + 2rpla + 1),

Liczby 2 i & moga by¢ niewygodne w obliczeniach. Zauwazmy jednak, ze funkcja ¢f

pomnozona przez dowolng stalg niezerowg ¢ zachowuje interesujgce dla nas wlasnosci, w

zwigzku z tym og6lny wzor ma nastepujaca postac:
o1 (@) = c(2p(e—1) = p(z) + 2p(x + 1)), (29)

gdzie ¢ # 0 jest dowolne (wybrane stosownie do zastosowann — w przypadku obliczer
numerycznych wygonie przyjaé ¢ = 1 lub takie ¢ aby norma funkcji lewej byta réwna

normie funkcji wewnetrznych).
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Rozdziat 2. Podstawy teoretyczne i sformutowanie algorytmu

W bardzo podobny sposéb mozemy skonstruowaé funkcje brzegowe z prawej strony,
ktére oznaczaé bedziemy symbolem ¢fk- Bedzie ich réwniez N — 3 niezaleznie od wyboru
j. W przypadku gdy funkcja ¢ jest symetryczna wzgledem zera (a tak jest wlasnie w
przypadku naszej funkcji ) mozemy zdefiniowaé ,prawe” funkcje jako odbicia: ¢ff =

¢%(1 — x). Funkcje bazowe majg wéwczas postaé:
O7ik(x) = 2261 (2 (1~ w)). (2.10)
Fakt 2.1. Dla j > jo = logy(b — a), funkcje bazowe ,lewe” i ,,prawe” majg roztgczne nosniki.

W dalszych rozwazaniach zakltadamy, Zze j > jo zgodnie z powyzszym faktem.

Tak otrzymany uktad {‘bjL,k’ gbfk tk=1,...,N=3}U{¢;i : k € Ar} stanowi baze Riesza
przestrzeni V7 ([0, 1]). Na rysunku 2.3 przedstawiono uzyskany uklad bazowy dla funkgji
skalujacej . Jako stala ¢ przyjeto w tym przypadku 5.

0.7
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0.1

Rysunek 2.3. Otrzymany uklad bazowy dla j = 4.

2.2. Konstrukcja bazy na [0, 1]?

Dla uproszczenia zapiséw wprowadzmy nastepujace oznaczenia. A = Af, At = AL =
{1,...,N — 3} oraz qﬁj{k = Oj k-

W dalszej czesci pracy bedziemy chcieli zapisa¢ rozwigzanie naszego réwnania w posta-
ci skoniczonej kombinacji liniowej funkcji bazowych zbudowanych z funkcji skonstruowa-
nych w poprzednim podrozdziale. W naszym konkretnym przypadku poszukiwana funk-

cja predkoéci dana jest przez funkcje wspétrzedne u = (uy,uz), gdzie uy,uz: [0,1]2 — R.
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Rozdziat 2. Podstawy teoretyczne i sformutowanie algorytmu

Poniewaz wiemy, ze u spelnia warunek divu = 0 wiadomo, ze istnieje taka funkcja rze-
czywista dwoéch zmiennych, Ze:
ow ow

5 (2.11)

Zalézmy, ze w; jest aproksymacja funkcji w w przestrzeni V{ ([0,1]?) i zal6zmy, ze znamy
wspoblczynniki rozwiniecia bazowego tej aproksymacji. Wiemy, ze baza w przestrzeni
funkcji dwéch zmiennych zbudowana jest z funkcji postaci j(k( ) my) dla X)Y €

{L,I,R} oraz k € A, m e A}. W zwigzku z tym funkcje w; mozemy zaplsac jako:

wji(z,y) = Z Z wf(;q) ﬁbfp(lf)ﬁs}jq(y)

XYE{L,I,R} peAX qeAY

Przy takich oznaczeniach, na mocy (2.11)), aproksymacja funkgji u, ktérg bedziemy ozna-

czaé przez u; ma postac:

ui(z,y) = D > WP (@), (2.12)
gdzie:
| oex Yy
5 ) = | GO >}:2jl K @(67))iav)

(¢ p) (x )</> 4(¥) —((6™))ip() ] 4 (v)

2.3. Schemat iteracyjny i sformulowanie ukladu réwnan

W odréznieniu od poprzednich podrozdzialéw, gdzie rozwazania byly zupelnie ,,oderwa-
ne” od problemu Naviera-Stokesa i stanowily ogélng konstrukcje uzyteczng w wielu réz-

nych sytuacjach, tak w dalszych rozwazaniach bedziemy juz SciSle zwigzani z réwnaniem:

—vAu+ (u-Vu+Vp=f (2.13)

z warunkami:
divu =0 dla z € [0, 1]?, (2.14)
u=0dla z € 9[0,1]>. (2.15)

W powyzszym réwnaniu niewiadomymi sg funkcje v oraz p. W naszych rozwazaniach
zajmujemy sie znalezieniem przyblizenia szukanej funkcji u. Funkcja p moze zostaé¢ wyli-
czona pozniej, korzystajac z podobnych do opisanych tu metod, co zostalo przedstawione
na przyklad w [13] i [11]. Dla zachowania prostoty zapiséw w dalszych rozwazaniach

zakladamy p = 0.
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Rozdziat 2. Podstawy teoretyczne i sformutowanie algorytmu

Aby ulatwi¢ dalsze rozwazania definiujemy odwzorowania a,b odpowiednio dwu i

trzyliniowe okre$lone w nastepujacy sposéb:

a: X x X - R a(u,v) =v(Vu, Vv) (2.16)
b: X x X x X - R blu,v,w) = ((u-V)v,w) (2.17)

gdzie X = H}([0,1]2)2.

Rozwigzanie naszego problemu (ze wzgledu na niewiadomgq ) przy tych oznaczeniach,
przyjmujac V = {v € X : divv = 0}, jest rtbwnowazne ze znalezieniem takiego u, ze dla
kazdego v € V zachodzi:

a(u,v) + b(u,u,v) = (f,v). (2.18)

Powyzsze réwnanie wyraza w istocie uktad nieskoriczenie wielu (nieprzeliczalnie wie-
lu) réwnan. Korzystajac z liniowosci funkcjonatéw a,b oraz iloczynu skalarnego mozna
wykazaé, ze wystarczy rozwigzaé te réwnania dla v stanowigcych baze przestrzeni V (a
wiadomo, ze w tej przestrzeni bazy sa przeliczalne). W ten sposéb otrzymujemy przeliczal-
nie wiele réwnan, w ktérych niewiadomymi sa wspoétczynniki w rozwinieciu bazowym.
Nastepnym krokiem jest skorzystanie z analizy wielorozdzielczej w V' zdefiniowanej w

poprzednim punkcie. Dla ustalonego j € Z szukamy u; takiego, ze dla wszystkich v; € V}:

a(ug,vj) + b(uj, uj,vj) = (f, v5) (2.19)

co znéw réwnowazne jest rozwigzaniu réwnan tylko dla funkcji bazowych z V;. Poniewaz
dla dowolnego j przestrzenie V; sg skoriczenie wymiarowe, dochodzimy w ten sposéb do
uktadéw skoniczenie wielu réwnan. Niestety wcigz sg to rownania algebraiczne nieliniowe
ze wzgledu na skladnik b(uj, uj,vj) = ((uj - V)uj,v;) w ktérym, po zastapieniu u; przez
rozwiniecie bazowe, szukane wspoétczynniki beda wystepowaé w drugich potegach. Za-
miast rozwigzywania tych réwnan bezposrednio (co mogtoby by¢ trudne) proponujemy
nastepujacy schemat iteracyjny.

a

Ustalmy j € Z i zdefiniujmy nastepujacy ciag funkcji (u$

%oy C Vj. Funkgja uf niech

bedzie rozwigzaniem réwnania:
a(ug-), vj) = (f,v;) dla dowolnego v; €V, (2.20)

natomiast dla o > 0 definiujemy u{, jako rozwigzanie zagadnienia (dla dowolnego v; € V;):

1

a(ug, vj) + b(us ™ uf, v)) 4 b(uf,ud ™ vy) = bl ud T vp) 4 (f,vg). (2.21)

J

Zauwazmy, ze wyliczenie poszczeg6lnych uf jest rownoznaczne z rozwigzaniem skoncze-

nie wymiarowego ukfadu réwnan liniowych.
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Twierdzenie 2.2. Niech f i v spelniajg warunek:

C
Slfly <1, 222)

dla pewnej stalej ¢ > 0, gdzie || f||_; = sup,cx \%ZTI' Wtedy réwnanie ([2.18)) ma doktadnie jedno

rozwigzanie w € V' takie, Ze:
[Jul] < L I/
u fll_ -
< .

Co wigcej réwnanie (2.19) ma réwniez doktadnie jedno rozwigzanie uj € V; ktdre jest granicq ciggu
(uf)o zdefiniowanego w (2.20) i (2.21)) oraz dla u; réwniez zachodzi:

1
sl < Iy - (2.23)
Dowdéd powyzszego twierdzenia opiera si¢ na rozwazaniach zawartych w [12],[10].

Uwaga 2.3. Okazuje sie, ze wystarczy podaé metode szukania rozwigzania réwnania (2.13])

w przypadku gdy v = 1. Jedli bowiem poszukujemy rozwigzania réwnania:
—vAu+ (u-V)u = f, (2.24)

gdzie 5 || f||_; < 1 dla pewnego c > 0, to z twierdzenia 2.2l wiemy, ze takie rozwigzanie

istnieje i jest jedyne. Dla réwnania:

—Au+ (u-Vu = f, (2.25)

wktorym v =11 f = % mamy wtedy:

HfH, — ¢ sup (f,v) _c.%HfH_l <1

c =
vex [V

Zatem na mocy twierdzenia 2.2| wynika, ze réwniez réwnanie ([2.25) ma dokfadnie jedno

rozwigzanie. Oznaczmy je przez u;. Wtedy dla u, = v - u; zachodzi:
—vAuy, + (uy - Vu, = =2 Auy + 2 (ug - V)ug = v2(=Auy + (ug - V)uy) = 2 f = f,
czyli u, jest rozwigzaniem réwnania ([2.24)).

W dalszej czesci tego podrozdzialu zajmiemy si¢ rozpisaniem réwnarn definiujgcych
cigg ujdla v = 1. Podamy metody wyliczania wspétezynnikéw uktadu réwnan liniowych,
ktérych rozwigzanie bedzie rownoznaczne ze znalezieniem u$. Opis ten rozbito na dwa

przypadki a =0 i a > 1 ze wzgledu na definicje ciagu uf.
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2.3.1. Uklad rownan dla o =0

W tym i nastepnym punkcie wracamy do konstrukcji bazowej przedstawione w skrécie w
podrozdziale Poszukujemy funkcji ug = (u?l, u?z)ﬂ z przestrzeni V. Zgodnie z (2.12)

istniejg liczby u, . takie, ze:
wh(ey) = Y Do g (@) (87))5a(y) (2.26)
X,Ye{L,I,R} peAJX,qu;/
ACRIEEEDY Do g (07))ip(2)d]4(y) (2.27)

X, Ye{L,I,R} peAX ,qeAY
Niech f = (f1, f2), oraz dla T, Z € {L,1,R} i m € AT ,n € A7 niech
o — | @ (@) )jny)
;= .
~((@"))jm(@)67(v)
Rozpisujemy teraz wzoér (2.20) z wykorzystaniem powyzszych oznaczen otrzymujemy

uktad réwnan:

27 XT~YZ XTYZ XTYz\ XY _ pTZ
2 Z Z (Fp7mTQ7n + 2Qp7qu7n + Tpvaqvn) upvq - Fm7n7
X,YE{L,I,R} PGAJX#]EA]Y

gdzie T, Z € {L,I,R}, m € A],n € A7. Ponizej zebrano definicje liczb T',Q, T, F:
0= [ ok @l @,
X% = [ (i@ i),
0 = [ ()@ i @)
Eri= [ A0S @ (@ )inw) — S (67165, )] drdy.

Zauwazmy, ze liczby I', 2, T nie zaleza w zaden sposéb od parametréw uktadu, moga wiec
zostaé policzone raz (dla kazdego ustalonego j), zapamietane i uzywane do rozwigzywania
réznych ukltadéw. W nastepnym rozdziale dodatkowo pokazemy, ze wspétczynniki te nie
sg zalezne od j i musza by¢ wyliczone tylko raz. W pracy [5] podano efektywny algorytm
liczenia wspétczynnikéw F. Liczby I', 2, T mozna policzy¢ uzywajac nastepujacej metody:.

Po pierwsze definiujemy liczby:
27
= | 0l —p)o(e —m)de,
27
U= [ e =) (@ —m)da,

. 2i
)= ; " (x —p)¢"(x — m)dz.

W tym miejscu zapis u}; nie podlega konwendji u; 1, = 27/%u(2? - —k) — oznacza, ze funkcja u) ma dwie

funkcje wspéirzedne.
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Nastepnie zauwazamy, ze wszystkie wspotczynniki w ktérych X = T = I wynoszg, na
mocy twierdzenia o zamianie granic catkowania, dokladnie tyle co zdefiniowane wyzej

liczby, bo na przyktad:
1 1 . . .
Ot = [ by @] m@)da = [ 200 —p)2/6(a —m)de =T},

Natomiast inne wspoélczynniki mozemy wyliczy¢ rozpisujac funkcje qﬁfp Ze Wzoru {i

Mamy na przyktad:

ril, = / ()6 (@) = [ D6 (2T)6(20 — m)do
27 1 N 1
- ¢p ¢(z —m dm—/ bl d(x +n+a)p(x — m)de

Z b;%,nrj—n a,m*

2.3.2. Uklad ré6wnan dla o > 0

Zatézmy, ze a > 0 jest ustalone i ze znamy juz funkcjg u§ = (uf;,ug;), ktéra dana jest

przez:

ufj@y) = D] > w00 (@) (6"))s (),

V7W€{L7])R} TGA;/ ,SGAW

ug (e y) =~ D] o w @) )i (@) )k ()

V,WE{L,I,R} TEA;/,SEA;/V

Zakladamy ze znamy wspéiczynniki uVWO‘ Szukang funkcje u?‘“ mozna zapisa¢ w po-

staci:

a+1

uii @)= Y Do Uy 9@ ((07))ja(w),

XYE{L,I,R} peAX gAY

ustH(zy) =~ Y] Do Upg (6%))jp(@) ] 4(1)-

XYE{L,I,R} peAX gAY

Wstawiajac powyzsze do réwnania (2.21)) otrzymujemy uklad réwnan w ktérym nie-
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wiadomymi sg wspétczynniki {ui)f;/ :

2j XT~YZ XT YZ XTnYZ XY
2 Z Z (FPman +2QPqun Tpmrqn) Pq
X,YE{L,I,R} peAX gAY
27 VXT YWZ XVT _WZzZy
+27 > > > > (mma s - ety

X7YE{L7LR} P‘EA]X#IEA}/ V,WE{L,I,R} TEA;/,SEA}/V

VTX YWZ CXVT WYZ) uVW,a XY

+€7’ ,T1,P q s,n p,7,1m 77S8,4,M 7,8 upvq

EAND SEEEED'D 2 Y. (FovmGaen — Klameans

X,YG{L,I,R} PEA]X#IEA}/ V,WE{L,I,R} TEA}/,SEA}/V

XTV WYZ VXT YWZ\, VWa |, XY TZ
+epmrhisgn C,pvm q,5,n )“r,s Up.q an’

gdzie T, Z € {L,I,R}, m € A],n € A} oraz:
=22 [ ()@l (06T, @)
=292 [ () i) (6 )i S i),
St = 27902 (6@ )i )6 )

0

FZ-FZe2 Y% > Y (e

X7Y6{L,I,R} PGAJX,QGA}/ V,WE{LJ,R} TGA;/,SGA}/V

€ 7P, qsn 7,8 pq

VXT YZW+ XTV WYZ CVXT YWZ VW« XYa
™p,m=q,n,s p,m,r sqn .

Do wyliczenia wspoétczynnikéw «, ¢, e mozemy wykorzystaé¢ podobng metode do tej, ktérag
stosowalismy w poprzednim punkcie. Definiujemy nowe wspoétczynniki:

27

Shane = || 9@ = P)o(w = )pla — m)da,
he = [ a1 m)d,
e = [ e =06/~ Yol —mi
i korzystamy ze wzoru (2.8). Na przyktad mamy, ze:

LLI _ L 1L J
Kp,rm = Z b}hnb K n—a,—k—a,m>
n,k=1

I _
oraz Ky ., = nfwm

Zauwazmy, ze wspOlczynniki r,(,e nie zaleza od prawej strony réwnania oraz od

a, wobec czego moga by¢ wyliczone i zapamietane tylko raz dla ustalonego j i nastepnie
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uzywane do rozwigzywania réznych uktadéw i do liczenia kolejnych iteracji. W nastepnym
rozdziale pokazemy dodatkowo, ze powyzsze wspétczynniki nie zaleza w istocie od

wyboru j i moga by¢ policzone tylko raz i zapamietane.

2.4. Oszacowanie bledu
Lemat 1. Funkcjonat b zdefiniowany przez (2.17)) spetnia:
(a) dla dowolnego v € V iv,w € X:

b(u,v,w) = —b(u,w,v), (2.28)

(b) dla dowolnych u,v,w € X i pewnego c € R:

[b(w, v, w)| < c||[Vaull [[Vol [Vw]] (2.29)

Lemat 2. Dla dowolnego v € H?([0,1]?)2 NV zachodzi:
inf ||Vv— V|| <277 ||v]|.
v €V
Dowdd Lematu [I| mozna znalez¢é w [12],[10], a Lematu [2] w pracy [11].

Lemat 3. Niech A, B, F, s1,s2 bedg dowolnymi liczbami dodatnimi. Jesli liczba ¢ € R spetnia:
(s1+s2)% .
> == to:

C
= s1 7

2A(s1 + 82)B < 51A’F + ¢B*F~!
Dowdéd. Rozwazmy tréjmian kwadratowy:
s1A2F? — 2A(s1 + s2)BF + cB?.
Z zalozenia o c wiemy, ze wyréznik tego tréjmianu jest niedodatni:
A = 4A%(s1 + 59)2B? — 451 A%cB? = 4A?B?((s1 + s9)* — 51¢) < 0.
Zatem dla dowolnego F' mamy:
s1A2F? — 2A(s1 + s2)BF + c¢B% > 0.

Przenoszac drugi sktadnik na prawg strone i dzielgc obie strony przez F (przy zaloZeniu

F > 0) otrzymujemy teze. ]

Twierdzenie 2.4. Niech u bedzie rozwigzaniem zagadnienia (2.13)), a w; aproksymacjq zdefinio-
wang powyzej. Jesli spelniony jest warunek istnienia i jednoznacznosci (2.22)), to zachodzi:

. c —
IVu — Vu;| < 277 (1 + (1= l1£ll-) 1> -
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Dowéd. Biorac v = v; w réwnaniu (2.18) i odejmujac je stronami od réwnania (2.19)

dostajemy:
a(e,vj) + be, u,vj) + b(uj, e,vj) = a(v; — u,v;) + b(vj — u,u,v;) + b(us, v; — u,v))
dla dowolnego v; € V;, gdzie e = v; — u;. Do powyzszego réwnania wstawmy e za v;.
Korzystajac z (2.28) i faktu, ze a(e, e) = v ||Ve||* mamy:
v||Vel? + ble,u, ) = a(vj —u,e) + b(vj — u,u, e) + b(uj,vj — u,e). (2.30)
Korzystajac z (2.29) i twierdzenia o istnieniu i jednoznaczno$ci, mamy:
2 _ ¢ 2

[ble, u, e)] < c|[Vul [[Vel™ < — Ll [Vell™.
Bedziemy teraz szacowaé drugg strone réwnosci ([2.30). Korzystajac z lematu |2 mamy:
a(v; — 1, €) + b{v; — u,u,€) + b vy — use)| < Vo — Vul (v + [ Vul +¢ [V ) [ Ve <
Korzystajac z (2.23) oraz z analogicznego twierdzenia dla v mamy dalej:

1 1 v ¢

< Vo =Vl (v + e Ifll -y + e [1Fl-0) IVell = 2[1Vo; = Vaull (5 + I Fll-1) Vel <

Stosujac lemat [3 podstawiajgc A = || Ve||, B = [[Vv; = Vul, s1 = §, so = || fl|_y,
F=(1-%|f|_,) mamy:

14 Cc Cc _
< ZIVel (L= S 1Fy) + € IV = VP (1= S 7)™

v,c 2
dla ¢ takiego, ze: ¢ > %

2
Mozemy teraz przeformulowa¢ réwnos¢ (2.30) tak aby otrzymac nier6wnos¢é:
v |[Vel* < la(v; —u,e) +b(vj —u,u,€) + bluz, v; — u,e)| + be, u, e)| <
Stosujac otrzymane wyzej oszacowania mamy stad dalej:

Cc C _ c
<= I IVel® + (= A IV = Vosl* + ~ 11y [ Vel

I
2
Przenoszac sktadniki zawierajace || Ve||? na lewa strone mamy stad:

v C Cc C _
=2+ s = S IVl < 0= S 7 1)~ [V - Tyl

Upraszczajac wyrazenia po obu stronach otrzymujemy:

v c C _
(5 = 55 M) 19el® < (= 5 1Fl) " [V = Vo

Dzielimy teraz obie strony nieréwnosci przez 5(1 — -5 || f||_;) i obustronnie pierwiastku-

jemy. Mamy stad:
c -
[Vell <"1 = £l ) IVu = Vol
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gdzie ¢’ > 0 stala zalezna od ¢’ i v. Korzystajac z powyzszego oszacowania na ||Ve||
mozemy szacowacd ||V (u — u;)|:

c —
IV (= up) | <[V (u = vl + Vel < IV (=0 + (L= 5 [1F] ) IV =) =

c -
IV (= vl (1 + "= 5 1£1-)7)
Poniewaz v; byto dowolnym elementem V; wigc na mocy lematu 2] mamy:
~5—j " C -1
IV =)l < €27 Jlull (1 + (A = 5 Lfl-) ™)

Z teorii réwnan rézniczkowych wiadomo, ze rozwigzanie u spetnia |ju|| < C' dla pewnego

C > 0, ale to znaczy, ze:

IV —w)l <2700+ 0= Sl <20+ Sl O
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ROZDZIAL 3

Implementacja

Niniejszy rozdzial poswiecony jest opisowi implementacji algorytméw zaprezentowanych
wcze$niej w oparciu o zdefiniowang w poprzednim rozdziale funkcje ¢ = Ny4(- + 2). Opis
podzielony jest na dwie cze$ci. W pierwszej opisujemy optymalizacje i uproszczenia, kt6-
rych dokonano w algorytmie. Dzieki odpowiednim modyfikacjom definicji wspétczynni-
kéw w ukladzie réwnan udato sie uniezalezni¢ wiekszos¢ obliczeri od wyboru j oraz podac
zaleznodci, ktére znacznie ograniczajg liczbe catek do policzenia. Pozwolilo to na zastoso-
wanie w czeéci obliczen operacji na doktadnych liczbach wymiernych (w postaci utamkéw
zwyklych), co wplywa na poprawe dokladnosci. W drugiej czedci opisano szczegély tech-
niczne implementacji — w szczegdlnosci strukture rozwigzania, typowe $ciezki wykona-
nia, wykorzystane biblioteki oraz mozliwosci ponownego wykorzystania kodu. Pelny kod
zrodtowy aplikacji wraz z dodatkowa dokumentacja znajduje sie¢ na dofgczonej do pra-
cy plycie CD oraz na stronie internetowej autora (http://www.hope.art.pl/wavelets/).

Przyktadowe wyniki wraz z czasem dzialania algorytmu znajdujg sie¢ w rozdziale {4}

3.1. Uproszczenie i optymalizacja algorytmu

3.1.1. Zwiekszenie dokladnosci obliczer

Jednym z kluczowych probleméw w implementacji algorytméw numerycznych jest tzw.
stabilno$¢ numeryczna — wrazliwo$¢ algorytmu na bledy wynikajace z niedoktadnosci
liczb zmiennopozycyjnych dostepnych w wigkszosci procesoréw. Wstepne badania imple-
mentacji opartej o wbudowany typ liczbowy double pokazaly, ze w wielu przypadkach
nawet operacje takie jak dodawanie i mnozenie wielomianéw mogg by¢ istotnie obcia-
zone bledami zaokraglenn. Do przeprowadzenia tych badarnn wykorzystano program do
obliczeri symbolicznych Maxima, ktéry dysponuje doktadniejszg (nizZ wbudowana w pro-
cesor komputera) arytmetyka liczb zmiennopozycyjnych, oraz doktadng arytmetyka liczb
wymiernych. Wszystkie operacje dodawania, mnozenia i calkowania funkcji, zawarte w
prezentowanej implementacji - poza zwréceniem wyniku generowaly fragment skryptu
dla pakietu Maxim ktéry poréwnywat wynik uzyskany w programie z wynikiem Ma-
ximy. Poniewaz zaobserwowane rozbieznosci byly znaczne pojawita si¢ koniecznos¢ wy-

korzystania metody podobnej do tej stosowanej w Maxima, czyli zwigkszenie doktadnosci

"W obecnej wersji mechanizmy te s3 wcigz obecne, jednak domyslnie sq wylaczone.
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poprzez zastosowanie specjalizowanych (obstugiwanych programowo a nie czysto sprze-
towo) typéw liczbocyh. Za pomoca biblioteki GMPEI (GNU Multiple Precision Arithmetic
Library) zaimplementowano dokladne wersje podstawowych operacji na wielomianach i
funkcjach sklejanych. Oczywiscie taka zmiana spowodowata znaczace obnizenie wydajno-
Sci i zwiekszenie zapotrzebowania na pamie¢ operacyjng. Nalezalo wiec dokona¢ wyboru
miejsc, w ktérych konieczne byto zastosowanie liczb o duzej doktadnosci. W ostatecznej
wersji programu zdecydowano si¢ na zastosowanie ich do budowania kolejnych macierzy
ukladow liniowych (dla kolejnych «). Po wyliczeniu macierze rzutowane s na typ double
i uktad rozwigzywany jest standardowymi metodami. Zastosowanie typéw doktadnych
do rozwigzania ukltadu réwnan powoduje bowiem znaczne problemy wynikajace z natury
algorytmoéw iteracyjnych. Zapotrzebowania na pamieé¢ operacyjng rosng z kazda iteracja,
takze otrzymanie wynikéw dla a > 3 w rozsagdnym czasie nie byloby mozliwe (liczniki i
mianowniki liczb pojawiajgcych sie w tych obliczeniach potrafig mie¢ po kilkaset cyfr i z
kazda iteracja sie wydtuzaja!).

Mozliwoé¢ zastosowania dokiadnych obliczen na liczbach wymiernych wynika ze
szczegOlnej postaci stosowanej funkgcji skalujacej ¢, ktéra w swojej definicji ma tylko wspét-
czynniki wymierne. Narzuca to réwniez ograniczenie na funkcje f wystepujaca z prawej
strony réwnania Naviera-Stokes. W prezentowanej implementacji musi ona by¢ réwniez
wielomianem o wspétczynnikach wymiernyc

Poza zastosowaniem doktadniejszego typu danych liczbowych, caly algorytm zostat
przerobiony w taki sposéb aby wyeliminowaé wszelkie potencjalnie niewymierne sklad-
niki. W szczegdlnosci usunieto czynnik 2% 7 definicji funkcji ¢; ;. Okazuje si¢ bowiem, ze
zawsze mamy do czynienia albo z iloczynem dwéch takich funkcji — czyli potrzebujemy
czynnik wymierny 27 albo z iloczynem trzech funkcji pomnozonych dodatkowo wtasnie

2z . . 1
przez 22 co daje w rezultacie 2%.

3.1.2. Ograniczenie liczby calek

T

istocie nie zaleza od j i réwne sg calce niewlasciwej na przedziale [0, ), gdyz z zalozenia

Po pierwsze zauwazmy, ze catki w definicjach liczb I'J ,,,, 7 w

J J J J J
p?m’ p?m’ p’m’ K:p7m77" CpumaT’ 8p?m?/r

p,m,r < 29 —bib > 2 czyli we wszystkich przypadkach noéniki funkcji pod catkg sa
ograniczone z prawej strony przez b+ 2/ — b = 27. Wobec czego wszystkie te funkcje sg
réwne zero na przedziale [27, 00), tak wiec dodanie tego przedziatu nie zmienia wartosci
calki. Zalezny od j pozostaje jedynie zakres liczb p, m,r ale same symbole przy ustalonych

wartosciach indekséw majg ta samg wartos¢. Bedziemy wiec pomija¢ gérny indeks j.

*Wiecej informacji o bibliotece mozna znalez¢ na stronie: http://www.gmplib.org/.
W ogélnym przypadku mozna najpierw aproksymowaé funkcje f wielomianem o wspétczynnikach

wymiernych i nastepnie stosowaé prezentowang metode dla tej aproksymacji.
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Po drugie zauwazmy, ze korzystajac tylko z informacji o tym, ze nosnik funkcji ¢ jest
réwny [a,b], mozemy przewidzie¢ z gory, ktére catki sa réwne zero. Mianowicie te, w
ktérych wystepuje iloczyn funkgji o roztagcznych noénikaclﬂ Ma to miejsce - w przypadku
trzech pierwszych symboli, gdy wartoé¢ bezwzgledna réznicy [p — m| jest wieksza lub
réwna dlugosci przedziatu [a, b] (ktéra rowna jest N), a w przypadku trzech pozostatych,
gdy dowolna z liczb |[p — m|, |m — r|, |p — r| jest wieksza lub réwna N.

Po trzecie w oczywisty sposéb wartosci wspétczynnikéw I', €2, T, ¢ nie zalezg od
kolejnoéci parametréw p, m,r, natomiast x nie zalezy od kolejnosci parametréw m, r.

Po czwarte w koricu, tatwo pokazaé, ze wszystkie wspotczynniki sg niewrazliwe na
przesunigcia parametréow — to znaczy np. I'y,, = I'pir1mt+1 = Tprk,mik. Reasumujgc — w
przypadku wspétczynnikéw z dwoma parametrami wartos¢ zalezy tylko od liczby [p — m)|.
Jak juz powiedzieliémy wczeéniej jesli [p — m| > N to wspétczynnik réwny jest zero. Mu-
simy wiec policzy¢ jedynie N wspétczynnikéw I', ©, T — na przyktad dla nastepujacych
par parametréw (p,m): {(0,0),(0,1),...,(0, N — 1)}. Podobnie w przypadku wspélczyn-
nikéw z trzema parametrami. Dla ( musimy wyliczy¢ wartosci jedynie dla parametréw

ze zbioru {(0,m,r) : 0 < m < r < N} — mamy wiec N(]\;H)

mozliwosci. Dla « jest
nieco wiecej mozliwosci — musimy bowiem wyliczy¢ wartosci dla parametréw ze zbioru
{(p,0,7) : 0 < p,r < N} — mamy wiec N? mozliwosci. Najmniej ,symetryczny” wspot-
czynnik wymaga od nas policzenia N? calek.

Podsumowujgc — mamy do policzenia dokltadnie 3.5N + 1.5N? + N3 catek, co w
przypadku naszej funkcji ¢ (gdzie N = 4) réwne jest 102. Dla poréwnania w oryginalnym
algorytmie zaczerpnietym z pracy [16], dla j = 3 mamy 756 calek, dla j = 4 jest ich 8820,
a dla j = 5 mamy 83700 catek. Og6lnie jest ich 3(27 — 2)% + 3(27 — 2)3. Wida¢ wiec, ze zysk
plynacy z opisanych optymalizacji jest znaczny.

W prezentowanej tu implementacji catki potrzebne do wyznaczenia macierzy gléwnej
ukladu réwnan nie sg liczone za pomocg symboli opisanych powyzej. Stosujemy podobna
metode polegajacg na ,roztozeniu” kazdej z funkcji bazowych na sktadowe wielomiany
(przypomnijmy, ze nasze funkcje bazowe skiadaja si¢ zawsze z trzech lub czterech wie-
lomianéw na odpowiednich przedziatach) i rozbiciu catek na sumy w ktérych wystepuja
iloczyny konkretnych wielomianéw. Nastepnie, stosujac liniowg zamiane zmiennych, prze-
suwamy wszystkie przedzialy catek do zera (podobnie jak w powyzszej metodzie usta-
laliSmy jeden z indekséw na 0) i liczymy catki ze wszystkich unikalnych iloczynéw tego
typu a nastepnie sumujemy odpowiednie sktadniki tak aby uzyskaé poszukiwane wyrazy
macierzy. Metoda taka prowadzi do takich samych oszczednosci i okazala sie nieco wy-
godniejsza w implementagji. Jest jednak trudniejsza do doktadnego opisania i zrozumienia

oraz w odréznieniu od opisanego wyzej sposobu, nie uogdlnia sie¢ tatwo na przypadek

*Rozlgeznosé w sensie |(), ., supp fi| = 0.
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ogolnej, dowolnej funkcji ¢ (ktéra nie musi przeciez koniecznie by¢ funkcjg kawatkami
wielomianowg).

Mozliwe jest dalsze zmniejszenie liczby calek poprzez dokfadniejsze wykorzystanie
faktu, ze rozwazana funkcja ¢ jest parzysta oraz uogdlnienie tych metod dla kolejnych
bazowych funkgji gietych (wyzszych rzedéw). Prace nad dalszg optymalizacjg i rozbudowa
algorytmu sg przedmiotem dalszych badan autora.

Z powyzszych rozwazan wynika, ze liczba unikalnych wartosci symboli wystepujacych
we wzorach definiujacych uklady réwnan jest stata (niezalezna od j). Stad wynika, ze
réwniez stala jest liczba mozliwych iloczynéw i sum tych symboli (por. sformutowanie
ukladu réwnan w rozdziale 2). Okazuje si¢, ze istnieja metody zdefiniowania macierzy
tych wyznacznikéw (badZz odpowiednich ich kombinacji) w sposéb rekurencyjny - tak,
ze macierz dla j + 1 zalezy od macierzy dla j. Co wigcej zaleznos$¢ ta sprowadza sie
jedynie do przepisywania odpowiednich liczb i wypelniania , pustych miejsc” zerami. Co
wigcej otrzymane macierze bedg charakterystycznymi macierzami pasmowymi (macierz
pasmowa to uogdlnienie pojecia macierzy diagonalnej i tréjdiagonalnej, gdzie niezerowe
wyrazy skupione s3 w pewnym pasie o ustalonej szerokosci, wokét przekatnej). Méwiac
nieco obrazowo, przejécie od macierzy wyliczonej dla j do macierzy dla j + 1 polega na
,rozciggnieciu érodka (pasma) macierzy wejsciowej. W prezentowanej implementacji nie
korzystamy w petni z tych zaleznosci. Tablicujemy jedynie wszystkie mozliwe, unikalne
wartoéci parametréw i rozmieszczamy je w macierzy oddzielnie dla kazdego j, stad

pomijamy réwniez szczegdtowy opis tych zaleznosci.

3.2. Szczegobly techniczne rozwigzania

Razem z praca dostarczono implementacje omawianych algorytméw napisang w obiek-
towym jezyku programowania C# kompilowanym i uruchamianym w ramach platformy
Microsoft .NETﬂ Rozwigzanie podzielone jest na dwie czedci. Pierwsza — wazniejsza, to bi-
blioteka o nazwie WaveletNavierStokesSolver, w ktérej miesci sie¢ wlasciwa implementacja.
Druga sktada si¢ z przykladéw zastosowania tej biblioteki do szacowania btedu aprok-
symagcji, generowania wykreséw i wydrukéw testowych. W tym punkcie skupimy sie na
opisie pierwszej czesci, czyli biblioteki klas implementujacych algorytm opisany w roz-
dziale 2| i zoptymalizowany zgodnie z opisem z poprzedniego podrozdziatu. Przyktady

zastosowan programoéw z drugiej czesci znajdujq sie w rozdziale E}

>Do uruchomienia opisywanych programéw uzytkownik musi mie¢ zainstalowane §rodowisko uruchomie-
niowe .NET Framework w wersji 3.5. Jest ono dostepne dla systeméw Windows jako pakiet do Sciggniecia
ze strony firmy Microsoft (http://msdn.microsoft.com/en-us/netframework/default.aspx) lub za pomoca
zintegrowanego systemu aktualizacji Microsoft Update. W innych systemach mozna skorzysta¢ z platformy

Mono (http://go-mono.com/) - autor nie testowat jednak oprogramowania w systemach innych niz Windows.
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Prezentowana biblioteka skiada si¢ z nastepujacych klasﬁ
e Base, w ktdrej wyliczane sg funkcje bazowe réznego typu (lewe, srodkowe, prawe);

e BiPolynomial, ktéra reprezentuje wielomiany dwéch zmiennych (do swojego dziata-
nia klasa ta korzysta z klasy Index2 odpowiadajacej matematycznemu pojeciu dwuw-

skaznika a = (a1, a2));
e Equation, w ktdrej jest budowany i rozwigzywany uktad réwnan;

e Interval, ktéra odpowiada przedziatom (np. liczbowym) — klasa ta jest klasg ge-
neryczng, czyli obstuguje zaréwno przedziaty liczbowe, jak i przedziaty dowolnych
innych obiektéw, ktére mozna poréwnywac ze sobg (musza one implementowac in-

terfejs IComparable);

e MatrixBlocks, ktéra uzywana jest przez Equation przy budowaniu macierzy gléw-
nych w uktadzie réwnarn — wiasnie tu zaimplementowano uproszczone liczenie catek

opisane w poprzednich punktach;
e Polynomial, ktéra implementuje operacje na wielomianach jednej zmiennej;

e Spline, ktéra implementuje funkcje jednej zmiennej kawatkami wielomianowe (okre-
Slone na przedziatach) — nie jest to petna implementacja pojecia funkgji gietych (ang.
spline), gdyz nie sa sprawdzane warunki czy dana funkcja jest gieta w sensie definicji
(w szczegdlnosci czy jest ciggla i odpowiednio gtadka), co jednak nie przeszkadza
W jej stosowaniu w prezentowanym algorytmie, gdyz sami z géry zapewniamy, ze

wszystkie funkcje sg ,poprawnymi” funkcjami gietymi.

W skiad rozwigzania wchodza tez komponenty zewnetrzne: wspomniana juz biblio-
teka GMP wraz z obiektowym ,,opakowaniem’ oraz prosta biblioteka rozwigzujaca li-
niowe uklady réwnan (zawarta w klasie Matrix) oparta na programie zamieszczony w
serwisie internetowym CodeProjec Mechanizm z klasy Matrix mozna prosto zastapic¢
bardziej zaawansowanym algorytmem. W tym celu wystarczy zaimplementowa¢ interfejs
ILinearSolver skladajacy sie z jednej metody Solve i dostarczy¢ egzemplarz takiej klasy

do konstruktora Equation.

®Celowo pominieto kilka klas narzedziowych, ktére z punktu widzenia naszych rozwazai sq mato istotne
— implementujg na przyklad interfejsy pozwalajace poréwnywaé pewne obiekty i s3 wykorzystywane we-
wnetrznie przez platforme uruchomieniows.

"W ramach prac nad biblioteka autor stworzyt i opublikowal w sieci na zasadach ,open source” interfejs
obiektowy do biblioteki GMP dla platformy .NET. Projekt rozwijany jest zespotowo i dostepny jest w Internecie

na stronie http://www.codeplex.com/gnumpnet/,
$VijayaSekhar Gullapalli. Library for linear algebra methods in C#.NET and it's application to computational heat

transfer. CodeProject, 2005, http://www.codeproject.com/KB/recipes/matrixoperations.aspx!
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W nastepnych punktach opisano dziatanie poszczegdlnych klas biblioteki i powigzania

miedzy nimi.

3.2.1. Operacje podstawowe — klasy Polynomial, Spline, BiPolynomial

Zaczynamy od opisu podstawowych klas stanowigcych baze do implementacji samego
algorytmu. Wszystkie trzy opisywane tu klasy, umozliwiajg proste operowanie na pod-
stawowych typach funkcji. W dalszej czeéci tekstu piszac ,funkcja” mamy na mysli sens
matematyczny tego pojecia (funkcjg jest wielomian, funkcja gieta itd.). Jesli chodzi nam o
funkcje w sensie jezyku programowania, zawsze uzywac bedziemy stowa metoda. Bedzie-
my utozsamia¢ poszczegodlne klasy z pojeciami, ktére opisujg — kiedy piszemy wielomian
mamy wiec na mysli klase Polynomial, funkgji gietej lub funkcji sklejanej odpowiada klasa

Spline, a wielomianom dwéch zmiennych klasa BiPolynomial.

Podstawy

Wielomiany jednej zmiennej to w istocie jednowymiarowa tablica liczb typu Rational (licz-
by wymierne) odpowiadajaca wspétczynnikom wielomianu, wraz z zestawem operacji na
tej tablicy, odpowiadajacych typowym operacjom na wielomianach. Stworzenie egzempla-
rza klasy Polynomial wymaga podania tablicy wspétczynnikéw (niepodanie jej skutkuje
utworzeniem wielomianu zerowego).

Funkcje giete s3 w istocie zbiorem powigzanych ze soba przedzialéw i wielomia-
néw, zaimplementowanym za pomoca wbudowanej w platforme .NET klasy stownika —
Dictionary. Aby utworzy¢ taki obiekt musimy dostarczy¢ do konstruktora przygotowa-
ny stownik (w istocie moze to by¢ dowolny obiekt implementujacy odpowiedni interfejs
IEnumerable). Przyjmuje sie, ze poza zadanymi przedziatami funkcja gieta przyjmuje pew-
ng, zadang z goéry warto$¢ (domyélnie jest to zero).

Wielomiany dwdéch zmiennych, tak jak wspomniano wczeéniej opierajq sie na wielow-
skaznikach typu Index2 i sg oparte na stowniku przypisujagcym danemu wielowskazniko-
wi wspoélczynnik przy odpowiednim jednomianie. Utworzenie wielomianu wielu zmien-
nych, troche podobnie jak w przypadku funkcji gietych, polega na dostarczeniu kolekcji
implementujgcej ogdlny interfejs IEnumerable<KeyValuePair<Index2, Rational>> -w

szczegOlnosci moze to by¢ stownik Dictionary<Index2,Rational>.

Warto$é¢ funkcji w punkcie

Liczenie warto$ci funkcji w danym punkcie jest z punktu widzenia wykorzystania z ze-
wnatrz takie samo w przypadku wszystkich typéw funkcji. Kazda z funkcji implementuje
tzw. indeksator (ang. indexer), oryginalnie wprowadzony z my$lg o dostepie do obiektow

jak do tablic. W naszym przypadku pozwala to jednak uzyskaé bardzo czytelny zapis:
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var f = new Polynomial(new[] {new Rational(1,2),0,1,new Rational(5,8)});
var x = new Rational(2,3);

var y = f[x];

Jesli wiec £ jest wielomianem (lub innym typem funkcji) to f [x] jest wartosci tej funkgji
w punkcie x.

Funkcje giete definiuja dodatkowo podobny ineksator, ktéry dla danego przedziatu
zwraca funkcje odpowiadajaca temu przedziatowi, czyli jesli s jest funkcja gieta, a I jest
przedziatem to s[I] jest wielomianem (jesli w definicji s nie pojawit sie przedzial I to

zwracany jest wielomian staty, rtéwny domyslnej wartosci funkgcji gietej).

Operacje arytmetyczne, skladanie, przesuniecia i skalowanie

Wszystkie typy funkcji obstuguja operacje dodawania, odejmowania, mnozenia i mnozenia
przez stalg. Dzieki implementacji odpowiednich operatoréw majac dane dwie funkcje tego
samego typu f,g mozemy po prostu napisa¢ f+g i otrzymujemy nowa funkcje bedacy
sumg dwoéch podanych.

Dodatkowo wielomiany jednej zmiennej posiadaja metode Composite stuzaca do wy-
liczenia zfoZenia jednego wielomianu z drugim f(g(x)). Funkcje giete i wielomiany maja
tez, zaimplementowane na tej podstawie, metody Scale i Shift stuzace odpowiednio do
wyliczenia funkcji postaci f(az) oraz f(x+a). W przypadku funkdji gietych, poza poszcze-
gblnymi wielomianami, przeksztalceniu ulegaja oczywiscie rowniez przedziaty na ktérych

funkgja jest okreslona.

Roézniczkowanie i catkowanie

Dla wielomianéw i funkgji gietych zdefiniowano metode D, ktéra zwraca pochodng (ktéra
w przypadku wielomianu jest nowym wielomianem a w przypadku funkgji gietej jest
nowy funkcjg tego typu, okreslong na tych samych przedziatach co wejSciowa, gdzie
kazda funkcja sklfadowa zostala zrézniczkowana). Dodatkowo istnieje wersja metody D z
parametrem okreslajagcym krotno$¢ pochodnej (zamiast pisa¢ £.D() .D() mozemy napisac
£.D(2)).

Wielomiany wielu zmiennych zamiast wspomnianej metody D posiadajg metode Par-
tial ktora liczy pochodng czastkowa wzgledem zadanej zmienne;.

Wszystkie typy funkcji posiadajag metode Primitive wyznaczajaca funkcje pierwotng
(w przypadku wielu zmiennych trzeba poda¢ zmienng, wzgledem ktérej liczymy). Na jej
podstawie zdefiniowano metody Integral liczace catke oznaczong na zadanym przedziale

(w przypadku wielomianu dwdéch zmiennych potrzebna jest tablica dwdéch przedziatéw).
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Dodatkowo dla wielomianéw dwdéch zmiennych zdefiniowano operator projekcji. Me-
toda Projection zwraca nowy wielomian BiPolynomial, w ktérym za podang zmienng o

numerze v podstawiono zadang wartos¢ liczbowg x.

Konwersje

Istnieje mozliwos¢ konwersji (rzutowania) wielomianu jednej zmiennej na wielomian
dwéch zmiennych. Stuzy do tego metoda CastToBiPolynomial zdefiniowana w klasie
Polynomial. Jako argument przyjmuje ona numer zmiennej, ktéry ma by¢ przypisany je-
dynej zmiennej z wejSciowego wielomianu. Koniecznoé¢ wskazania zmiennej, do ktérej ma
by¢ przypisana jedyna zmienna z wielomianu jednej zmiennej uniemozliwia zastosowanie

prostszego podejicia z przecigzonym operatorem rzutowania.

3.2.2. Baza funkcyjna - klasa Base

Klasa Base definiuj¢ baze funkcji (sktadajaca sie z funkcji gietych) i jej gléwna funkcjonal-
noécig jest dostarczenie indeksatoréw pozwalajacych pobraé¢ dang funkcje bazowa. Nalezy
przy tym zaznaczy¢, ze w prezentowanej bibliotece nie korzystamy z oznaczen z rozdzia-
tu 2 typu 7,. Wszystkie potrzebne funkcje bazowe stanowia tablice, na ktérej poczatku
znajduje si¢ funkcja ,lewa”, nastepnie kolejne przesuniecia funkcji ,$Srodkowej” i na koricu
funkgja ,prawa”. Dzieki temu cata baza ma jednorodng numeracje: 0,...,2/ — 2. Dla za-
chowania mozliwosci programowej weryfikacji wzoréw z rozdziatu [2| stworzono réwniez
enumeracja FType (zawierajgca wartosci Left, Internal, Right) i odpowiedni indeksator, kt6-
ry jest bezposrednim ttumaczeniem wspomnianego oznaczenia gofk W sumie dostepne sg
trzy indeksatory:

public Spline this[int i, int n]

public Spline this[FType type, int j, int k]

public Spline this[FType type, int j, int k, int n]

Pierwszy z nich umozliwia dostep do i-tej funkcji w bazie o krotnosci pochodnej n
(mozliwe wartosci to 0, 1,2). Drugi indeksator odpowiada oznaczeniu @fk gdzie X ozna-
czono przez type. Trzeci indeksator dodatkowo pozwala poda¢ krotnoé¢ pochodnej n (moz-
liwe s3 dowolne nieujemne wartosci). Nalezy dodatkowo zaznaczy¢, Ze w momencie two-
rzenia egzemplarza klasy Base, wyliczane s3 i zapamigtywane wszystkie funkcje bazowe
wraz z ich pierwszymi i drugimi pochodnymi, czyli pierwszy indeksator zwraca po prostu
dane zapisane w tablicy.

Warto réwniez zaznaczy¢, ze funkcje lewe i prawe nie s3 wyliczane krok po kroku z

funkcji wewnetrznej tak jak to pokazano na poczatku rozdziatu 2| Zamiast tego w kodzie
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klasy Base wpisano na stale wzory (2.9)) i (2.10]), ktére jednoznacznie definiujg funkcje

lewe i prawe.

3.2.3. Sformulowanie i rozwigzanie ukladu réwnan

Zadaniem klasy Equation jest zbudowanie macierzy gtéwnej i wektora wyrazéw wolnych
zgodnie z definicjami z rozdzialu 2| a nastepnie przekazanie ich do dostarczonej klasy
implementujacej interfejs ILinearSolver, ktéra rozwigzuje liniowy uklad réwnan. Stan-
dardowo jest to klasa oparta o wspomniany wczesniej kod klasy Matrix, jednak moze
zosta¢ tatwo zastgpiona przez inny specjalizowany system. Dodatkowo klasa Equation
odpowiada za zapamietywanie wyliczonych rozwigzan (dla réznych «). Dostep do roz-
wigzan uzyskujemy przez indeksator, ktéry dla podanej o zwraca zapamietang macierz
wspoétczynnikéw bazowych rozwigzania (o ile jest juz wyliczona), lub wywoluje metode
poszukujaca rozwigzania, zapamietuje wynik i zwraca go. Rozwigzanie zwracane jest jako
macierz kwadratowa odpowiadajgca notacji v, z podrozdzialéw i
Dodatkowo, aby podnie$¢ wydajnoé¢, w klasie Equation gromadzone sg (celem wielo-

krotnego wykorzystania) liczby:

_ T XT~NYZ XTYZ XTYZ
gm’n’p7q _Pp7mTQ7n + 2Qp7qu7n + Tp7mFQ7n )

_ XVT YWZ VXT_ YZIW XTV WYZ VXT YWZ
fm,n,p,q,r,s _Kp,r,mc — K -

q,5,M 7"7pam6%n75 + €p7m77" 5,4, 7,0, " 7q,S,m 7
_ VXT , YWZ XvTr _WwWzy VTrX YWZ XvrTr WYZ
Amn,p,q,r,s _K‘r,p,mgq,s,n - p,r,mss,n,q + er,m,p’{q,s,n — Sp,rym K’s,q,n + fm,n,p,q,r,s-

Liczby te wyliczane sg za pomoca doktadnych typéw z biblioteki GMP a nastepnie
rzutowane sa na wbudowany typ double i dalej uzywane sg w tej formie. Przygladajac
sie wyzej zdefiniowanym liczbom oraz ukladom réwnan z rozdziatu drugiego tatwo

zauwazy¢, ze uklad dla o = 0 ma teraz postac:

2j XY _ pTZ
2 Z Z gm,n,p,qup,q - Fm7n7
X,Ye{L,I,R} peA]X,qu;V

a dla a > 0 uktad ma postac:
2j VWa | XY _ TZ
2 I Z Z gm7n7p7q + Z Z am7n7paQyT7su'f’,S upaq - Fm,TH
X, Ye{L,I,R} peAX ,qeAY VWe{L,I,R} reAY seAl
przy czym F' przyjmuje uproszczong postac:
TZ _ pTZ | 92j VW,a |, XV,
YR VD S { DR DR SR } .
X’YG{LJvR} pEAJX,QEA}/ V,WG{L,I,R} TEA}/»SEA}/V

Zastosowanie takiego podejécia skraca czas obliczen kosztem wigkszego zuzycia pamieci

operacyjnej. Okazuje si¢ jednak, ze dla j > 4 rozmiar potrzebnej pamieci przekracza mozli-
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wosci typowej architektury 32-bit0weﬂ W zwigzku z tym mechanizm zaimplementowany
w programie dziala nastepujaco. Najpierw prébuje zaalokowaé odpowiedni blok pamie-
ci. Jesli sie to uda to wylicza wszystkie wartosci i zapamietuje je. Jesli jednak nie jest to
mozliwe ustawiana jest specjalna flaga, ktéra informuje dalszy kod, ze zamiast korzysta¢
ze zmagazynowanych wynikéw nalezy stosowaé procedury liczace liczby g, f,a zawsze
wtedy gdy trzeba. Ograniczenia co do mozliwosci alokacji cigglych blokéw pamieci sg
duzo mniej restrykcyjne na platformach 64-bitowych. Niestety autor nie miat okazji do
przetestowania implementacji na takich systemach — jednak dzieki zastosowanemu podej-
$ciu mamy pewnos¢, ze w tych systemach mechanizm magazynowania bedzie dziatat dla
wszystkich j dla ktérych to mozliwe.

Liczby ¢, f,a wyznaczane s3 w odpowiednich metodach (ktére wiasciwie przepisujq
powyzsze definicje), ktére korzystaja z wynikéw uzyskanych przez klas¢ MatrixBlocks.
W Klasie tej tablicujemy wartosci sze$ciu wspétczynnikéw I, 2, T, «,(, €. Wartosci liczone
s3 w oparciu o zoptymalizowany algorytm, podobny do tego, ktéry opisano w punk-
cie Wspétczynniki I', 2, T sa do siebie bardzo podobne (r6znig si¢ tylko rzedem
pochodnej) w zwigzku z czym liczone sg w jednej metodzie bigG. Metoda smallG od-
powiedzialna jest za wyznaczenie wszystkich unikalnych wartosci catek wystepujacych w
definicji wspotczynnikéw. Nastepnie w metodzie bigG sa one odpowiednio rozmieszczone
w tablicy (zgodnie z opisanymi pokrétce zasadami symetrii). Podobnie jest w przypadku
pozostatych wspoétczynnikéw. Kazdemu z nich odpowiada metoda small*, ktéra wyzna-
cza wszystkie unikalne wartosci, oraz metoda big* ktéra rozmieszcza wspétczynniki w
tablicy. Wszystkie metody w tej klasie korzystaja z narzedziowych klas MyArray, ktére sg
rozszerzeniem zwyklych tablic o funkcjonalnos¢ wartosci domyslnej (jesli indeksy sg poza
zakresem nie jest generowany biad - tylko zwracana jest warto$¢ domys$lna — w naszym
przypadku jest to Zerom

Zgodnie z wstepnymi rozwazaniami zawartymi w punkcie mozliwe jest udosko-
nalenie klasy MatrixBlocks tak aby na podstawie macierzy dla j mozna bylo uzyska¢
macierz dla j + 1 tylko poprzez kopiowanie i odpowiednie umiejscowienie elementéw.
Jest to przedmiotem dalszych prac nad rozwojem biblioteki prowadzonych przez autora.
Informacje o postepach prac i publikacji osiggnietych wynikéw mozna bedzie znalez¢é na

stronie internetowej http://www.hope.art.pl/wavelets.

Problemem jest limit na dlugos¢ ciaglego bloku pamieci (korzystamy z wbudowanych w platforme tablic

wielowymiarowych) jaka moze zaalokowaé proces w systemach Win32.
"Dodatkowo tablice typu MyArray numeruja elementy od 1 a nie jak sig to przyjeto w jezykach wywodzacych

sie z C od 0.
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ROZDZIAL 4

Wyniki

W tej czesci pracy prezentujemy zestawienie wynikéw uzyskanych poprzez opisang wcze-
$niej implementacje. Aproksymowaé bedziemy rozwigzanie uktadu dla ktérego znamy
réwniez rozwigzanie doktadne — tak aby mozna bylo policzy¢ réznice miedzy przyblize-

niem a wynikiem dokladnym. Rozwigzaniem tym jest:
ui(z,y) = 202 (x — 1)?y(y — 1)(2y — 1), uz(z,y) = —20z(x — 1)(2z — 1)y*(y — 1)2

Latwo sprawdzi¢, ze takie u = (uy,uz) spelnia warunki divu = 0 na [0,1]? oraz u = 0
na 90, 1]%. Wstawiajgc u do réwnania mozemy wyznaczy¢ funkcje f = (f1, f2) stojaca po

prawej stronie. Ma ona postac:

filw,y) = 400 — 1)*2® (20 — 1) (y — 1)*? (2% — 2 + 1)
+40(2y — 1) (=622 + 621 = 1) (y = 1)y — 3(x — 1)?)

fow,y) = 40 2z = 1) (@ — 1)z (65> — 6y + 1) +3(y — 1)*?)
+400(z — 1)%2? (227 = 224+ 1) (y — 1)°y* (2 - 1)

W sklad rozwigzania poza bibliotekg zawierajgca sam algorytm wchodza dwa progra-
my testowe korzystajace z tej biblioteki. W programach tych wpisany jest na state, powyzszy
uklad réwnan. Bardzo tatwo mozna go zmodyfikowa¢ — zmieniajac tres¢ metody getU w
plikach Program.cs w odpowiednich katalogach (katalogi sg takie jak nazwy programuy).

Program o nazwie Error liczy blagd wzgledny aproksymacji zdefiniowany:

P Ml

’ IVal

gdzie uj to aproksymacja, natomiast v to rozwigzanie. Program uruchamia si¢ z linii
polecerr podajac dwa argumenty. Pierwszym z nich jest poziom rozdzielczosci j a drugi
to liczba . Program liczy bledy ef dla a = 0,1,...,a; — 1. Wyniki wySwietlane sa w
formie o linii tekstu. W kazdej linii podana jest aktualna warto$¢ o oraz wartos$¢ btedu.
Po wypisaniu wynikéw program wyswietla czas swojego dziatania.

W tabeli [4.1] zamieszczono wyniki dziatania programu Error. Na ich podstawie mozemy
zaobserwowa¢ kilka waznych rzeczy. Po pierwsze — wraz ze wzrostem j btad maleje. Jest
to zgodne z oczekiwaniami — pod koniec rozdziatu 2| pokazaliémy bowiem, Ze metoda jest
zbiezna do rozwigzania. Po drugie, wraz ze wzrostem « dla ustalonego j bfad sie stabilizu-

je. Co wiecej stabilizacja nastepuje szybko (dla j = 5 réznica miedzy wynikiem dla « =0 a
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a\j| 3 4 5

0 |0.0139 | 0.0035 | 0.0012
1 | 0.0541 | 0.0047 | 0.0012
2 | 0.0660 | 0.0048 | 0.0012
3 | 0.0666 | 0.0048 | 0.0012
4 | 0.0666 | 0.0048 | 0.0012

Tabela 4.1. Wyniki uzyskane z programu Error zaokraglone do 4 miejsc po przecinku.

20

15

10

Rysunek 4.1. Czas (w sekundach) wykonania polecenia ,Error 3 a;” dla oy = 1,...,5.

a = 1 pojawila si¢ dopiero na 7 miejscu po przecinku). Jest to wazna informacja gdyz tak
naprawde nie mamy metody stwierdzenia jak duze powinno by¢ a aby przyjaé otrzymany
wynik. Stabilizacja pozwala napisa¢ program, ktéry przerywa liczenie w momencie gdy
kolejna iteracja wnosi niewiele zmian. Trzecig, nieco zaskakujaca informacja jest fakt, ze
poczatkowo wraz ze wzrostem o blad roénie. Tu teoria nie gwarantowala nam nic poza
tym, Ze granica przy o — oo ma by¢ aproksymacja u; na danym poziomie rozdzielczosci,
ktéra spelnia odpowiednie szacowanie bfedu — nie oczekujemy wiec zadnego szczegdélnego
zachowania btedu dla matych . Okazuje sig, Ze obserwowane zachowanie jest specyficzne
dla wybranego przyktadu.

Na rysunkach 4.1] i w formie wykreséw stupkowych pokazano czas dziatania pro-
gramu Error. Pomiaru dokonano na komputerze z procesorem Intel Core 2 Duo T7400

o taktowaniu zegara 2.16GHz. Komputer wyposazony byt w 3GB pamieci operacyjnej i
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600 —

500 —

400 —

300 —

200 —

100 —

Rysunek 4.2. Czas (w sekundach) wykonania polecenia ,Error 4 a;” dla oy = 1,...,5.

dziatal pod kontrolg systemu Windows Vista Business w wersji 32-bitoweﬂ Warto zauwa-
zyé, ze wraz z wzrostem «; czas dziatania ro$nie nieznacznie. Jest to efekt zastosowania
mechanizméw magazynowania symboli g, a, f opisany w podrozdziale Dodatkowy
wzrost wydajnosci (i doktadnosci) mozna osiggnaé stosujac bardziej zaawansowany algo-
rytm rozwigzywania uktadéw réwnan liniowych. W prezentowanym rozwigzaniu zasto-
sowano bardzo prosty (i niestety niewydajny) mechanizm. W dalszych pracach planowane
jest zastosowanie zaawansowanych i zoptymalizowanych bibliotek takich jak np. Intel Math
Kernel Libraryﬂ lub rozwiagzan opartych na GPU (np. biblioteka CUDA BLAQE-I firmy nVi-
dia).

Drugi program, o nazwie Plots, generuje dane pozwalajace narysowac¢ wykres funkcji
wspotrzednych w1, uj2, wspélrzednych podanego rozwigzania ui,us oraz réznicy punk-
towej 1 := uj1 — u1,m2 := ujo — uo. Podobnie jak program liczacy biad, pobiera on dwa
argumenty: liczbe j oraz o;. Generowane sg wykresy dla alpha = 0,1, ..., — 1. Program
generuje wyniki w postaci tekstu (stanowigcego tabele danych w ktérej kolejne wiersze od-

dzielone sg znakiem tabulatora). Wyniki zapisywane sa w plikach tekstowych — konkretny

'Z uwagi na wykorzystanie biblioteki GMP, uzycie 64-bitowej wersji systemu i 64-bitowej wersji biblio-
teki mogtoby przyczyni¢ sie¢ do znacznego wzrostu wydajnosci. Badania pokazujg bowiem znaczny wzrost

wydajnosci samej biblioteki GMP w przypadku korzystania z instrukcji 64-bitowych.
>Wiegcej informacji o modutach BLAS i LAPACK z biblioteki Intel Math Kernel Library mozna znalez¢ na

stronie http://www.intel.com/cd/software/products/asmo-na/eng/266858.htm.
*Wigcej informacji o jezyku CUDA mozna znalezé na stronie http://www.nvidia.com/object/cuda_

learn.html.
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Rozdziat 4. Wyniki
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Rysunek 4.3. Wykres pierwszej wspoélrzednej rozwigzania doktadnego i aproksymacji. Kolorem

czerwonym zaznaczono wartoéci aproksymacji, zielonym rozwigzania doktadnego.

plik odpowiada konkretnemu parametrowi o (w czasie dziatania program wyswietla infor-
macje gdzie zapisat wyniki). W tabli wynikowej jest osiem kolumn — kolejno: z, y, u;i(x,y),
ujo(z,y), ui(z,y), ua(z,y), ri(z,y), r2(z, y). Ponizej prezentujemy wyniki uzyskane za po-
mocg tych danych w programie gnuplotﬂ

Rysunki i{4.5 przedstawiajg wykresy uzyskane z danych wygenerowanych przez
program Plots dla j = 3, a = 1. Rysunku4.6|oraz[4.7 przedstawiaja obraz pola wektorowego
dlaj=3,a=1oraz j=4,a=1.

*Program ten jest dostepny wraz z kodem zrédtowym na stronie http://www.gnuplot.info,
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Rysunek 4.4. Wykres drugiej wspétrzednej rozwigzania dokiadnego i aproksymacji. Kolorem

czerwonym zaznaczono wartosci aproksymagji, zielonym rozwigzania doktadnego.

0.008
0.006
0.004
0.002

-0.002
-0.004
-0.006
-0.008

Rysunek 4.5. Wykres przedstawiajgcy réznice punktowe pomiedzy aproksymacjg a rozwigzaniem

doktadnym odpowiednio pierwszej (kolor czerwony) i drugiej (kolor zielony) wspdtrzednej.
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Rysunek 4.6. Wykres przedstawiajacy pole wektorowe u(z,y). Kolorem czerwonym zaznaczono

aproksymacje (j = 3, = 1), a kolorem zielonym rozwigzanie doktadne.
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Rysunek 4.7. Wykres przedstawiajacy pole wektorowe u(z, y). Kolorem czerwonym zaznaczono

aproksymacje (j = 4, « = 1), a kolorem zielonym rozwigzanie dokladne.
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DODATEK A

Preliminaria

W tym dodatku zebrano kilka najwazniejszy, uzywanych w pracy, poje¢ z zakresu algebry
liniowej, analizy funkcjonalnej i analizy matematycznej. Informacje w tej czesci zostaly

opracowane w oparciu o [7],[8],[15].

A.1. Przestrzenie Hilberta

A.1.1. Podstawowe definicje

Przestrzenie Hilberta sa bardzo istotne z punktu widzenia analizy funkcjonalnej, w zwigz-

ku z tym zaczniemy od podania podstawowych definicji i faktéw z nimi zwigzanych.

Definicja A.1 (ciagg Cauchy’ego). Niech (z,),en bedzie ciggiem elementéw unormowane;j

przestrzeni liniowej X. Ciag (2, )neny Nazywamy ciggiem Cauchy’ego wtedy i tylko wtedy,
gdy:

Ves0IN>0YnmsN || Tm — Tn|| < e.
Fakt A.2. Kazdy cigg zbiezny jest ciggiem Cauchy’ego.

Definicja A.3 (przestrzenn Banacha). Niech X przestrzen liniowa unormowana. Méwimy,
ze X jest przestrzenig Banacha wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy ciagg Cauchy’ego zawarty

w X jest zbiezny.

Definicja A.4 (zbiér zwarty). Niech X przestrzen liniowa unormowana. Zbiér U C X
nazywamy zwartym wtedy i tylko wtedy, gdy z kazdego ciggu zawartego w U mozna

wybraé podciagg zbiezny w U.

Definicja A.5 (iloczyn skalarny, przestrzen unitarna). Niech X bedzie przestrzenig liniowa.

Funkgje (-,-): X x X — R nazywamy iloczynem skalarnym wtedy i tylko wtedy, gdy:
a) {z,y) = (y, ),

b) (ex,y) = clz,y),

Q) (& +y,2) = (z,2) +(y,2),

d) (z,z) =0 wtedy i tylko wtedy, gdy z =0,

e) (z,xz) > 0dlax #0.
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Przestrzefi X z okre$lonym iloczynem skalarnym nazywamy przestrzenig unitarng.

Fakt A.6. Niech X przestrzeri unitarna z iloczynem skalarnym (-,-). Wowczas ||z|| = /(z, z)

jest poprawnie okreslong normg w przestrzeni X.

Definicja A.7 (elementy ortogonalne). Dwa elementy x,y przestrzeni unitarnej X nazy-

wamy ortogonalnymi wtedy i tylko wtedy, gdy (x,y) = 0.

Definicja A.8 (baza ortonormalna). Niech (e;);c; bedzie bazg przestrzeni unitarnej X.
Moéwimy, ze (e;) jest bazg ortonormalng wtedy i tylko wtedy, gdy:
1 i=j
<€i,€j> = 515 = .
0 i#]

Definicja A.9 (baza Riesza). Niech {e; };cr bedzie baza przestrzeni unitarnej X. Méwimy, ze

jest to baza Riesza, gdy istniejg state 0 < ¢ < C' takie, ze dla wszystkich ciggéw liczbowych

{ai}ier 12 ”
C<Z\ai\2> < <C<Z\ai]2> :

el i€l

E a;T;

iel

Definicja A.10 (przestrzerr Hilberta). Niech X bedzie przestrzenig unitarng. Jesli X jest
réwnocze$nie przestrzenig Banacha (z norma okre$long w poprzednim fakcie), to X nazy-

wamy przestrzenig Hilberta.

A.1.2. Przyklady

Ponizej zebrano najwazniejsze, z punktu widzenia niniejszej rozprawy, przyklady prze-

strzeni Hilberta.

Definicja A.11 (przestrzen Lebesgue’a). Niech d € N oraz A C R? dowolny. Przez Ly(A)
oznaczamy przestrzen wszystkich (w sensie klas abstrakgji relacji rownosci) rzeczywistych

funkcji mierzalnych takich, ze:

(irean) " =151 < o

i nazywamy przestrzenig Lebesgue’a.

Fakt A.12. Przestrzeni Lebesgue’a z iloczynem skalarnym:

(f.9) :=/Af-g .

jest przestrzenig Hilberta.
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Definicja A.13 (przestrzeri Sobolewa). Niech A podobnie jak poprzednio dowolny pod-
zbiér R? dla pewnego d € N,. Niech przestrzen H'(A) bedzie przestrzenia funkcji na-
lezacych do La(A) takich, ze ich pochodna pierwszego rzedu réwniez nalezy do Lo(A).

Przestrzenn H'(A) z norma:

1 e ay = 1F poay + 11 1|
gdzie norma ||-[| 1, 4) jest normg przestrzeni Ly(A), nazywamy przestrzenig Sobolewa.

Fakt A.14. Przestrzeni Sobolewa’a z iloczynem skalarnym:

{f.9) :=/ f-g du+/ f'g'dn,
A A
jest przestrzenig Hilberta.

Definicja A.15. Niech f: A — R. Zbiér:

supp f = {z € A+ J(2) £ 0}

nazywamy no$nikiem funkcji f.

A.2. Operatory i funkcjonaly liniowe

A.2.1. Transformata Fouriera

Definicja A.16 (transformata Fouriera). Niech f € L;(R). Transformatg Fouriera funkcji f

Fe) = [ e () da
f(&)—\/%/]R €9) f(z)da.

Przez F bedziemy oznacza¢ odwzorowanie F: Li(R) — L;(R) dane wzorem: F(f) =

nazywamy funkgje:

f. Oczywiscie tak okreslone F jest odwzorowaniem liniowym. Mozna pokazaé, ze F
jest izometrig przestrzeni Ly(R), przy czym transformata odwrotna dana jest wzorem
(F () = 7= J F(E)e' ™ da.

Istnieje ponadto Scisty zwigzek miedzy transformatg Fouriera a iloczynem spolotowym,
zdefiniowanym w rozdziale pierwszym (definicja . Jedli bowiem oznaczymy F; :=
V21.F to:

Fi(f = g) = Fi(f)Fi(g).

A.2.2. Operatory rézniczkowe

Ponizej znajduje sie definicja operatoréw wystepujacych w réwnaniach Naviera-Stokesa.
Zatézmy, ze U C R? jest otwarty, (zo,y) € U, f: U — R jest rézniczkowalna w

otoczeniu (zg, Yo).
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Definicja A.17 (gradient). Gradientem funkcji f w punkcie (zo, yo) nazywamy:

0 0
vf: 5£($07y0)7é£(w07y0) .

Uwaga A.18. Jesli f: U C R" — R" to gradientem jest macierz kwadratowa zawierajgca

wszystkie pochodne czastkowe:

%A .. 9h

o1 OTn
Vf= :

Ofn .. Ofn

o1 OTn

Definicja A.19 (laplasjan). Laplasjanem funkgji f nazywamy w (zg, yo):

92 f o2 f
Af(zo,yo) = @(wo, Yo) + aiyg(iﬁo,yo)-

Definicja A.20 (dywergencja). Dywergencja funkgji f: U € R? — R? w punkcie (zq,y0) €
U nazywamy:

v Fzo,0) = S 0, 0) + 52 (a0, ).
Uwaga A.21. Bazujac na powyzszych definicjach lokalnych (w punkcie (zg,yp)) mozna
tatwo sformutowac globalne definicje operatoréw gradientu, laplasjanu i dywergencji, ktére
danej funkgji f przypisuja nowg funkcje odpowiednio Vf, Af i div f, ktéra na pewnym

zbiorze otwartym przyjmuje wartoéci zgodne z powyzszymi definicjami.
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Oswiadczenie

Ja, nizej podpisany(a) o$wiadczam, iz przedlozona praca dyplomowa zostala wykonana
przeze mnie samodzielnie, nie narusza praw autorskich, intereséw prawnych i material-

nych innych oséb.
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